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Ëåêöiÿ 1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè.

Çâè÷àéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì n-ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ
âèðàç âèäó

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0, (1)
äå x - íåçàëåæíà çìiííà, y - øóêàíà ôóíêöiÿ, y′, y′′, ..., y(n) - ïîõiäíi ôóíêöi¨
y(x). ßêùî æ ôóíêöiÿ y çàëåæèòü âiä äåêiëüêîõ àðãóìåíòiâ, òî äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ .

Ïîðÿäêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäîê íàéâèùî¨ ïî-
õiäíî¨, ÿêó ìiñòèòü äàíå ðiâíÿííÿ.

Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ
y = ϕ(x), ÿêà ïðè ¨¨ ïiäñòàíîâöi ïåðåòâîðþ¹ öå ðiâíÿííÿ â òîòîæíiñòü :

F (x, ϕ(x), ϕ′(x), ϕ′′(x), ..., ϕ(n)(x)) ≡ 0.

Ïðè öüîìó ëiíiÿ y = ϕ(x) íà ïëîùèíi xOy íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðàëüíîþ êðè-
âîþ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Ôóíêöiÿ y = ϕ(x,C1, C2, ..., Cn), ùî çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x, ìiñòèòü n ñòàëèõ
C1, C2, ..., Cn, i ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ öèõ ñòàëèõ,
íàçèâà¹òüñÿ éîãî çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì .

Íàäàâøè ñòàëèì C1, C2, ..., Cn êîíêðåòíi çíà÷åííÿ C0
1 , C

0
2 , ..., C

0
n, îäåðæèìî

äåÿêó ôóíêöiþ y = ϕ(x,C0
1 , C

0
2 , ..., C

0
n), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿç-

êîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1). Îòæå, ÷àñòèííèì ðîçâ'çêîì ¹ ôóíêöiÿ,
ùî îäåðæó¹òüñÿ ïðè ïåâíîìó íàáîði çíà÷åíü ñòàëèõ .

Çìiíþþ÷è çíà÷åííÿ ñòàëèõ C1, C2, ..., Cn, íà ïëîùèíi xOy îäåðæèìî
ðiçíîìàíiòíi ëiíi¨ y = ϕ(x,C1, C2, ..., Cn), êîæíà ç ÿêèõ ¹ iíòåãðàëüíîþ êðèâîþ
äàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ - ñiìåéñòâî iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ .

Âèðàç
Φ(x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0,

ùî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ y = ϕ(x,C1, C2, ..., Cn) íåÿâíî , íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì
iíòåãðàëîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1).

Çàäà÷åþ Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷à
ïðî çíàõîäæåííÿ éîãî ïåâíîãî ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó, òîáòî ïåâíî¨ iíòåãðàëüíî¨
êðèâî¨ y = ϕ(x,C0

1 , C
0
2 , ..., C

0
n). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çíàéòè àíàëiòè÷íó ôîðìó

ôóíêöi¨ ϕ(x,C1, C2, ..., Cn), à òàêîæ âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ñòàëèõ
C1 = C0

1 , C2 = C0
2 , ..., Cn = C0

n.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ C1, C2, ..., Cn â çàäà÷i Êîøi çàäàþòüñÿ òàê

çâàíi ïî÷àòêîâi óìîâè - äåÿêi äîäàòêîâi óìîâè, ÿêèì ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè
ôóíêöiÿ y.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ 1-ãî ïîðÿäêó
F (x, y, y′) = 0,

- ôóíêöiÿ y = ϕ(x,C) - ìiñòèòü ëèøå îäíó ñòàëó Ñ. Ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
â öüîìó âèïàäêó ¹ ïîëîæåííÿ òî÷êè (x0, y0), ÷åðåç ÿêó ïðîõîäèòü iíòåãðàëüíà
êðèâà y = ϕ(x,C). Ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ ïî-
÷àòêîâi óìîâè çà çìiñòîì âèðàæàþòü îñîáëèâîñòi ôîðìè iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨ â
äåÿêié òî÷öi (x0, y0) - íàõèë äîòè÷íî¨, êðèâèíó i ò. ä., i çàäàþòüñÿ ó âèãëÿäi
çíà÷åíü ïîõiäíèõ ôóíöi¨ y â öié òî÷öi.
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Ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè

Äî öüîãî òèïó âiäíîñÿòü ðiâíÿííÿ âèäó

y′ = f(x)g(y) (g(y) 6= 0).

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ öüîãî òèïó ñïî÷àòêó íåîáõiäíî âiäîêðåìèòè
çìiííi , òîáòî ïåðåïèñàòè éîãî òàêèì ÷èíîì, ùîá ëiâà éîãî ÷àñòèíà ìiñòèëà
çàëåæíiñòü ëèøå âiä çìiííî¨ x, à ïðàâà - ëèøå âiä çìiííî¨ y (àáî íàâïàêè ).
Ïiäñòàâèâøè y′ = dy

dx
i âiäîêðåìèâøè çìiííi, îäåðæèìî

dy

g(y)
= f(x)dx.

Öåé âèðàç ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ðiâíiñòü ïåðøèõ äèôåðåíöiàëiâ äåÿêèõ
ôóíêöié, îäíà ç ÿêèõ çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x, à äðóãà âiä çìiííî¨ y. Âðàõîâóþ÷è
òå, ùî ïåðâiñíi ôóíêöié, ïåðøi äèôåðåíöiàëè ÿêèõ ðiâíi, ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü
ëèøå íà äåÿêó ñòàëó Ñ, çàïèøåìî äëÿ ïåðâiñíèõ

∫ dy

g(y)
=

∫
f(x)dx + C.

Îá÷èñëèâøè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè, îäåðæèìî âèðàç âèäó

Φ(x, y, C) = 0,

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì iíòåãðàëîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
Âèçíà÷èâøè çâiäñè y = ϕ(x,C), îäåðæèìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äàíîãî ðiâíÿ-
ííÿ.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
xy√

x2 + 1
= y′ ln2 y.

Ïiäñòàâèìî y′ =
dy

dx
; òîäi xy√

x2 + 1
= y′ ln2 y = ln2 y

dy

dx
.

Çâiäñè ∫ x dx√
x2 + 1

=
∫

ln2 y dy + C.

Âèêîíàâøè iíòåãðóâàííÿ, çíàõîäèìî çàãàëüíèé iíòåãðàë çàäàíîãî ðiâíÿííÿ

ln3 y = 3
√

x2 + 1 + C.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

x2ey + (x3 + 1)y′ = y′(x3 + 1)e2y.

Ïiñëÿ ñïðîùåííÿ âèðàçó i ïiäñòàíîâêè y′ = dy
dx

îäåðæó¹ìî

x2ey = y′(x3 + 1)(e2y − 1);
x2

x3 + 1
dx = (ey − e−y)dy.
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Çâiäñè
ey + e−y = | 3

√
x3 + 1|+ ln C = ln(C| 3

√
x3 + 1|) (C > 0).

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

(2− ey) dx− e3y cos2x dy = 0; y(
π

4
) = 0.

Ïiñëÿ âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ìà¹ìî

dx

cos2x
=

e3y

2− ey
dy;

∫ dx

cos2x
=

∫ e3y

2− ey
dy + C;

tg x =
∫ e3y

2− ey
dy =

∫ e3y

2− ey
dy =

∣∣∣∣∣∣∣

2− ey = t,
−ey dy = dt,
ey = 2− t

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ (2− t)2

t
dt =

= −
∫ 4− 4t + t2

t
dt = −

∫ (
4

t
− 4t + t2

)
dt = −4 ln |t|+ 4t− t2

2
+ C =

= −4 ln |2− ey|+ 4(2− ey)− 2− ey

2
+ C.

Ïðè x = π
4
, y = 0 ìà¹ìî 1 = 4− 0.5 + C; C = −2.5.

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ ñòàëî¨ Ñ ó ïîïåðåäíié âèðàç, ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Êîøi

tg x = −4 ln |2− ey|+ 2− ey

2
(6 + 2y)− 2.5.

Îäåðæåíèé âèðàç ¹ íåÿâíèì âèçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ y(x) ( ÿâíèé ¨¨ âèãëÿä òóò
çíàéòè íå âäàñòüñÿ ), i íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòèííèì iíòåãðàëîì ; âiä çàãàëüíîãî
iíòåãðàëà âií âiäðiçíÿ¹òüñÿ òèì, ùî ñòàëié Ñ íàäàíî çíà÷åííÿ, çíàéäåíå
çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè.

Ëåêöiÿ 2. Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ.
Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 1 - ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì , ÿêùî

éîãî ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

y′ = f
(

y

x

)
. (2)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ïîðÿäêó ïåðåéäåìî äî íîâî¨
íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨

u = u(x) =
y

x
. Òîäi y = ux, y′ = u′ x + u.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â ðiâíÿííÿ ( 2), îäåðæó¹ìî

xu′ + u = f(u); xu′ = x
du

dx
= f(u)− u.

Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè : dx

x
=

du

f(u)− u
.
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Íåõàé f(u) 6= u. Ïðèðiâíþþ÷è ïåðâiñíi ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí îñòàí-
íüîãî âèðàçó, îäåðæó¹ìî:

∫ dx

x
=

∫ du

f(u)− u
;

ln |x| = F (u) + C = F
(

y

x

)
+ C, äå - F (u) - ïåðâiñíà ôóíêöi¨ 1

f(u)− u
.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ x y2y ′ = y3 + x2.

Çíàõîäèìî y ′ =
y

x
+

(
x

y

)2

.

Ìà¹ìî îäíîðiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ. Ïiäñòàâèìî

y = ux; y ′ = ux′ + u; u ′x + u = u +
1

u2
; u2du =

dx

x
,

çâiäêè u3

3
= ln |Cx|, àáî y3 = 3x3 ln |Cx| (C > 0).

Äî îäíîðiäíèõ çâîäÿòüñÿ òàêîæ ðiâíÿííÿ âèäó y ′ =

(
a1x + b1 + c1

a2x + b2 + c2

)
.

Òóò ìîæå áóòè äâà âèïàäêè:

1)
a1

a2

6= b1

b2

. Äëÿ çâåäåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ äî îäíîðiäíîãî ïîïåðåäíüî

ïîòðiáíî çðîáèòè çàìiíó x = x0 + u, y = y0 + v, äå x0, y0 - ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè ðiâíÿíü {

a1x + b1 + c1 = 0,
a2x + b2 + c2 = 0.

Òàêà çàìiíà âiäïîâiäà¹ ïåðåíåñåííþ ïî÷àòêó êîîðäèíàò â òî÷êó (x0, y0), â ÿêié
ïåðåòèíàþòüñÿ ïðÿìi a1x + b1 + c1 = 0 òà a2x + b2 + c2 = 0.

2) ßêùî a1

a2

=
b1

b2

, òî âêàçàíi âèùå ïðÿìi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Â öüîìó âèïàäêó

äëÿ çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ äî îäíîðiäíîãî ïåðåõîäèìî äî íîâî¨ ôóíêöi¨ z = z(x),
ïîêëàäàþ÷è, íàïðèêëàä, z = a1x + b1, àáî z = a1x + b1 + c1.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ y ′ =
y + 2

2x + y − 4
.

Ìà¹ìî òóò ïåðøèé ç ðîçãëÿíóòèõ âèùå âèïàäêiâ. Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü {

y + 2 = 0,
2x + y − 4 = 0,

çíàõîäèìî x0 = 3, y0 = −2.
Çðîáèìî çàìiíó x = u + x0 = u + 3, y = v + y0 = v − 2. Òîäi
dy

dx
=

d(v − 2)

d(u + 3)
=

dv

du
;

y + 2

2x + y − 4
=

v − 2 + 2

2(u + 3) + v − 2− 4
=

v

2u + v
⇒ dv

du
=

v

2u + v
.
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Â äàíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ çðó÷íî ðîçâ'ÿçóâàòè, ââàæàþ÷è àðãóìåíòîì
çìiííó v, à àðãóìåíòîì - çìiííó u, i çàïèñàâøè

du

dv
=

2u + v

v
= 2

u

v
+ 1.

Ïîçíà÷èìî u/v = z; u = v z; z = z(v). Òîäi

du

dv
= v

dz

dv
+ z = 2z + 1; v

dz

dv
= z + 1;

dz

z + 1
=

dv

v
,

çâiäêè ln |z + 1| = ln |v|+ ln C1 (C1 > 0);

|z + 1| = C1|v|; |u
v

+ 1| = C1 |v|; u + v = ±C1v
2

Ìíîæíèê ±C1, äå C1 > 0, ìîæå ïðèéìàòè äîâiëüíi çíà÷åííÿ, íå ðiâíi íóëþ.
Ïîçíà÷èìî ±C1 = C i ïiäñòàâèìî u = x− 3, v = y + 2.

Îäåðæó¹ìî çàãàëüíèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ: x + y − 1 = C (y + 2)2.

Ëåêöiÿ 3. Ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 1 - ïîðÿäêó.
Ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi.

Äî öüîãî òèïó íàëåæàòü ðiâíÿííÿ âèäó

y ′ + P (x) y = Q(x). (3)

äå øóêàíà ôóíêöiÿ y òà ¨¨ ïîõiäíà y′ âõîäÿòü êîæíà ëèøå â ïåðøîìó ñòåïåíi.

Òåîðåìà: Íåõàé ôóíêöi¨ P (x) òà Q(x) íåïåðåðâíi â iíòåðâàëi a < x < b.
Òîäi ÷åðåç êîæíó òî÷êó (x0, y0), a < x0 < b, −∞ < y0 < ∞, ïðîõîäèòü
ëèøå îäíà iíòåãðàëüíà êðèâà y = y(x) ðiâíÿííÿ (3), ïðè÷îìó ôóíêöiÿ y(x)
âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ a < x < b.

Ïðè Q(x) ≡ 0 îäåðæó¹ìî âiäïîâiäíå çàäàíîìó íåîäíîðiäíîìó ëiíiéíå
îäíîðiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 1 - ãî ïîðÿäêó:

y ′ + P (x) y = 0. (4)

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ y ≡ 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4); iíøi ðîçâ'ÿçêè
çíàõîäèìî, âiäîêðåìèâøè çìiííi:

y ′ =
dy

dx
= −P (x) y;

dy

y
= −P (x) dx; ln |y| = −

∫
P (x) dx + ln C1 (C1 > 0),

çâiäêè y = Ce−
∫

P (x) dx, C 6= 0. (5)

Öÿ ôîðìóëà îõîïëþ¹ âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (4). Éîãî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê,
ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâié óìîâi y(x0) = y0, òîáòî iíòåãðàëüíó êðèâó, ÿêà ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0), y0), ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y = y0e
−

∫ x

x0
P (ξ) dξ

.
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Ðîçãëÿíåìî ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ (3).

Ìåòîä âàðiàöi¨ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ (ìåòîä Ëàãðàíæà).
Âèêîðèñòà¹ìî âèðàç (5) äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4):

y = Ce−
∫

P (x) dx.

Âiäïîâiäíî äî iäå¨ âèùåíàçâàíîãî ìåòîäó, çàìiíèìî ñòàëó Ñ äåÿêîþ äèôåðåíöi-
éîâíîþ ôóíêöi¹þ C(x), ïiäiáðàâøè ¨¨ òàêèì ÷èíîì, ùîá âèðàç

y(x) = C(x)e−
∫

P (x) dx

áóâ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ïîõiäíó

y ′(x) = C ′(x)e−
∫

P (x) dx + C(x)
(
e−

∫
P (x) dx

) ′ =

= C ′(x)e−
∫

P (x) dx + C(x)e−
∫

P (x) dx
(
−

∫
P (x) dx

)
)′ =

= C ′(x)e−
∫

P (x) dx+C(x)e−
∫

P (x) dx(−P (x)) = C ′(x)e−
∫

P (x) dx−P (x)C(x)e−
∫

P (x) dx.

Ïiäñòàâèìî âèðàçè äëÿ y(x) òà y ′(x) â ðiâíÿííÿ (3):

C ′(x)e−
∫

P (x) dx − P (x)C(x)e−
∫

P (x) dx

︸ ︷︷ ︸ + P (x)C(x)e−
∫

P (x) dx

︸ ︷︷ ︸ = Q(x).

Çâiäñè
C ′(x) = Q(x)e

∫
P (x) dx; C(x) =

∫
Q(x)e

∫
P (x) dxdx + C1.

Îäåðæó¹ìî âèðàç äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

y(x) = C1e
−

∫
P (x) dx + e−

∫
P (x) dx

∫
Q(x)e

∫
P (x) dxdx.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi íà ïðîìiæêó (-1;1):

y ′ − y

1− x2
= 1 + x; y(0) = 1.

Íà ïðîìiæêó (-1;1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðiáíî çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿ-
ííÿ, à ïîòiì çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè çíàéòè çíà÷åííÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨,
ÿêà ìiñòèòüñÿ â çàãàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó.

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ y ′ − y

1− x2
= 0;

dy

y
=

dx

1− x2
;

∫ dy

y
=

∫ dx

1− x2
;

ln |y| = 1

2
ln

∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣ + ln C1.

Îñêiëüêè 1 + x

1− x
> 0 ïðè x ∈ (−1; 1), òî y ≡ y(x) = C

√
1 + x

1− x
, C 6= 0.
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Ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

y = C̃(x)

√
1 + x

1− x
. Ìà¹ìî y ′ = C̃ ′(x)

√
1 + x

1− x
+ C̃(x)

√
1− x

1 + x
· 1

(1− x)2

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ y òà y′ â çàäàíå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî

C̃ ′(x)

√
1 + x

1− x
+ C̃(x)

√
1− x

1 + x
· 1

(1− x)2
− C̃(x)

√
1 + x

1− x
· 1

1− x2
= 1 + x.

Çâiäñè çíàõîäèìî

C̃ ′(x) =
√

1− x2 =
dC̃(x)

dx
; dC̃(x) =

√
1− x2dx;

C̃(x) =
∫ √

1− x2dx =
arcsin x

2
+

x

2

√
1− x2 + C2 (C2 − äîâiëüíà ñòàëà).

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

y(x) = C̃(x)

√
1 + x

1− x
=

1

2

√
1 + x

1− x
· (arcsin x + x

√
1− x2 + 2C2).

Çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè çíàéäåìî çíà÷åííÿ ñòàëî¨ C2:

y(0) = 1 ⇒ 1

2
· 1 · (0 + 0 + 2C2) = 1; C2 = 1.

Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ çàäà÷i Êîøi ¹ ôóíêöiÿ

y(x) =
1

2

√
1 + x

1− x
· (arcsin x + x

√
1− x2 + 2).

Ìåòîä ïiäñòàíîâêè (ìåòîä Áåðíóëëi).
Çà öèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ (3) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ íåâiäîìèõ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié:

y(x) = u(x) v(x).

Âèðàç äëÿ îäíi¹¨ ç ôóíêöié u, v âèáèðà¹ìî ç ìiðêóâàíü çðó÷íîñòi, à äðóãó -
òàê, ùîá äîáóòîê uv áóâ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) .

Äîöiëüíî âèáðàòè òàê îäíó ç ââåäåíèõ ôóíêöié, íàïðèêëàä, ôóíêöiþ u, ùîá
âîíà áóëà ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, âiäïîâiäíîãî çàäàíîìó
íåîäíîðiäíîìó.

Òîäi

u′+P (x)u = 0,
du

u
= −P (x)dx, u(x) = Ce−

∫
P (x)dx, (C 6= 0); âiçüìåìî C = 1.

Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ y = uv â ðiâíÿííÿ (3):

v ′u + v u′ + uv P (x) = v ′u + v(u′ + P (x)u︸ ︷︷ ︸) = Q(x).

Ñóìà âèäiëåíèõ äîäàíêiâ ðiâíà íóëþ âíàñëiäîê âèáîðó ôóíêöi¨ u(x).
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Òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ v(x) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

v ′u = Q(x);
dv

dx
=

Q(x)

u
; dv =

Q(x)

u
dx; ⇒ v(x) =

∫ Q(x)

u(x)
dx + C.

Îòæå, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) ¹ ôóíêöiÿ

y(x) = u(x)v(x) = Cu(x) + u(x)
∫ Q(x)

u(x)
dx, C − äîâiëüíà ñòàëà.

Çâiäñè âèïëèâà¹

Òåîðåìà (ïðî ñòðóêòóðó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ):

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê y(x) ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ (3) ñêëàäà¹òüñÿ ç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî éîìó ëiíiéíîãî
îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4), òà ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî
íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ :

y(x) = y(x) + y∗(x); y(x) = Cu(x) = Ce−
∫

P (x)dx, y∗(x) = u(x)
∫ Q(x)

u(x)
dx,

ïðè÷îìó ôóíêöiÿ y∗(x) ¹ ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

y ′ + P (x) y = Q(x),

à ôóíêöiÿ y(x) - çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî éîìó îäíîðiäíîãî ðiâíÿ-
ííÿ

y ′ + P (x) = 0.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ y ′ + 2y/x = −x4.
Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïiäñòàíîâêè:

y = uv, y ′ = u′v + uv′; u′v + uv′ +
2uv

x
= u′v + u(v′ +

2v

x
)− x4.

Ôóíêöiþ v çíàéäåìî ç óìîâè

v′ +
2v

x
= 0;

dv

v
= −2dx

x
; ln |v| = −2 ln |x|+ ln C1, C1 > 0.

Çâiäñè v =
C2

x2
, C2 6= 0; âiçüìåìî C2 = 1.

Òîäi v =
1

x2
. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ u ìà¹ìî: vu′ = −x4;

du

dx

1

x2
= −x4; du = −x6dx ⇒ u = −x7

7
+ C, C − äîâiëüíà ñòàëà.

Îòæå, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

y = uv = (−x7

7
+ C)

1

x2
=

C

x2
− x5

7
.
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Ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi

Äî öüîãî òèïó íàëåæàòü äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 1 - ãî ïîðÿäêó íàñòóïíîãî
âèäó:

y ′ + yP (x) = Q(x) yα, α 6= 0; α 6= 1.

Çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè z = y1−α öå ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî
íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

z ′ + (1− α)P (x)z = (1− α)Q(x),

i ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíå îäíèì ç íàâåäåíèõ âèùå ñïîñîáiâ.
Ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi ìîæíà òàêîæ ðîçâ'ÿçàòè áåç ïîïåðåäíüîãî ïåðåõîäó äî

ôóíêöi¨ z = y1−α, îäðàçó âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäñòàíîâêó y = uv,
äå u = u(x), v = v(x) - äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨, i âèáèðàþ÷è îäíó ç ôóíêöié
(u àáî v), ÿê ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

y ′ + yP (x) = 0.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi

y ′ +
y

x + 1
= −y2.

Ïiäñòàâèìî y = u(x)v(x):

y ′ = u ′v + uv ′; u ′v + uv ′ +
uv

x + 1︸ ︷︷ ︸
= (uv)2.

Îäíó ç ôóíêöié, íàïðèêëàä, ôóíêöiþ v(x), âèáåðåìî òàê, ùîá âîíà áóëà ðîçâ'ÿç-
êîì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, âiäïîâiäíîãî çàäàíîìó ðiâíÿííþ Áåðíóëëi. Òîäi

v ′ +
v

x + 1
= 0;

dv

dx
= − v

x + 1
;

dv

v
= − dx

x + 1
.

Çâiäñè ln |v| = − ln |x + 1|+ ln C1, C1 > 0; v =
C2

x + 1
, C2 6= 0.

Ïðèéìà¹ìî C2 = 1, v(x) = 1
x+1

.
Âðàõîâóþ÷è, ùî ñóìà âèäiëåíèõ âèùå äîäàíêiâ ðiâíà íóëþ, äëÿ çíàõîäæåííÿ

ôóíêöi¨ u(x) ìà¹ìî:

u ′v = (uv)2;
du

dx
· 1

x + 1
=

u2

(x + 1)2
; u−2du =

dx

x + 1
⇒ −1

u
= ln |x + 1|+ln C, (C > 0).

u(x) = − 1

ln (C|x + 1|]) .

Îòæå, ðîçâÿçêîì çàäàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

y(x) = u(x) v(x) = − 1

x + 1
· 1

ln (C|x + 1|) , .
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Ëåêöiÿ 4. Ðiâíÿííÿ ó ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ.
Âñÿêå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 1 - ãî ïîðÿäêó ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì

÷èíîì:

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0. (6)

ßêùî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ Z(x, y), ùî ëiâà ÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ
ÿâëÿ¹ ñîáîþ ¨¨ ïîâíèé äèôåðåíöiàë, òîáòî

dZ = P (x, y)dx + Q(x, y)dy =
∂Z

∂x
dx +

∂Z

∂y
dy,

òî ðiâíÿííÿ (6) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ . Ïðè öüî-
ìó ôóíêöi¨ P (x, y) i Q(x, y) ¹ ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ Z(x, y) :

P (x, y) =
∂Z

∂x
, Q(x, y) =

∂Z

∂y
.

Ðiâíÿííÿ (6) â òàêîìó âèïàäêó âèðàæà¹ óìîâó ðiâíîñòi íóëþ ïîâíîãî äèôåðåí-
öiàëà ôóíêöi¨ Z(x, y), ùî îçíà÷à¹, ùî â äåÿêèõ òî÷êàõ (x, y(x)) ¨¨ çíà÷åííÿ ñòàëi
:

d(Z(x, y(x)) = 0 ⇒ Z(x, y) = C.

Îñòàííié âèðàç ¹ çàãàëüíèì iíòåãðàëîì ðiâíÿííÿ (6). Îòæå, ÿêùî çàäàíå äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä (6), à éîãî ëiâà ÷àñòèíà ¹ ïîâíèì äèôåðåí-
öiàëîì, òî âèêîíàâøè äiþ, çâîðîòíþ äî äèôåðåíöiþâàííÿ, ìîæíà çíàéòè éîãî
ðîçâ'ÿçîê .

Îäíàê ñïî÷àòêó íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè, ÷è äiéñíî çàäàíèé âèðàç
P (x, y) dx + Q(x, y) dy ¹ ïîâíèì äèôåðåíöiàëîì äåÿêî¨ ôóíêöi¨. Öå ìîæíà çðî-
áèòè, âèêîðèñòàâøè óìîâó ðiâíîñòi ìiøàíèõ ïîõiäíèõ 2-ãî ïîðÿäêó, ÿêi âiäði-
çíÿþòüñÿ ëèøå ïîðÿäêîì äèôåðåíöiþâàííÿ :

∂2Z

∂x ∂y
=

∂2Z

∂y ∂x
. (7)

Ðiâíiñòü (7) òîòîæíà ðiâíîñòi
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
(8)

ßêùî ðiâíiñòü (7) ìà¹ ìiñöå, òî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (6) ìîæíà âèêîíàòè
íàñòóïíèì ñïîñîáîì.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi Z(x, y) âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò, ùî P (x, y) = ∂Z
∂x

.
Ôóíêöiþ çíàõîäèìî, "îáåðíóâøè"äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ x:

Z(x, y) =
∫ ∂Z

∂x
dx =

∫
P (x, y)dx + ϕ(y). (9)

Â ÿêîñòi ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ òóò ñëiä äîäàòè äîâiëüíó ôóíêöiþ, çàëåæíó ëèøå
âiä çìiííî¨ y.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ϕ(y) âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü ∂Z
∂y

= Q(x, y), à òàêîæ
òå, ùî âèðàç äëÿ Q(x, y) çàäàíèé. Äèôåðåíöiþþ÷è çà çìiííîþ y çíàéäåíèé âèùå
âèðàç (9) äëÿ ôóíêöi¨ Z(x, y), îäåðæèìî

∂Z

∂y
=

∂

∂y
(
∫

P (x, y)dx + ϕ(y)) =
∂

∂y

∫
P (x, y)dx + ϕ′(y) = Q(x, y).
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Äàëi ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çíàõîäèìî ϕ ′(y), à òàêîæ ϕ(y) =
∫

ϕ ′(y)dy + C.
Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíèé äëÿ ϕ(y) âèðàç â (9), îäåðæèìî çàãàëüíèé iíòåãðàë
ðiâíÿííÿ.

Äiþ÷è àíàëîãi÷íî, çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî iíòåãðàëà ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äè-
ôåðåíöiàëàõ (6) ìîæíà âèêîíàòè, "âiäíîâëþþ÷è" ôóíêöiþ Z(x, y) øëÿõîì ií-
òåãðóâàííÿ çà çìiííîþ y ôóíêöi¨ Q(x, y) = ∂Z

∂y
:

Z(x, y) =
∫ ∂Z

∂y
dy =

∫
Q(x, y)dy + ψ(x).

Â ÿêîñòi ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ ïðè öüîìó ñëiä äîäàòè äîâiëüíó ôóíêöiþ ψ(x),
çàëåæíó ëèøå âiä çìiííî¨ x. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ ψ(x) ñëiä âèêîðèñòàòè
óìîâó

∂Z

∂x
=

∂

∂x
(
∫

Q(x, y)dy + ψ(x)) =
∂

∂x

∫
q(x, y)dy + ψ′(x) = P (x, y).

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ

(
1

y2
+ xy2 + 1)dx + (2 cos(2y + 1)− 2x

y3
+ x2y)dy = 0.

Ïåðåâiðèìî, ÷è ¹ äàíå ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ. Ïîçíà÷èìî

P (x, y) =
1

y2
+ xy2 + 1; Q(x, y) = 2 cos(2y + 1)− 2x

y3
+ x2y.

Çíàõîäèìî
∂P

∂y
=

∂

∂y
(

1

y2
+xy2+1) = − 2

y3
+2xy;

∂Q

∂x
=

∂

∂x
(2 cos(2y+1)−2x

y3
+x2y) = − 2

y3
+2xy.

Áà÷èìî, ùî ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

, îòæå, çàäàíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äèôåðåí-
öiàëàõ, i éîãî ëiâà ÷àñòèíà ìiñòèòü ïîâíèé äèôåðåíöiàë äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Z(x, y).
Çíàéäåìî öþ ôóíêöiþ, à ðàçîì ç òèì i çàãàëüíèé iíòåãðàë çàäàíîãî ðiâíÿííÿ,
âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç

Z(x, y) =
∫

P (x, y)dx + ϕ(y) =
∫

(
1

y2
+ xy2 + 1)dx + ϕ(y) =

x

y
+

x2y2

2
+ x + ϕ(y).

Ôóíêöiþ ϕ(y) çíàéäåìî ç óìîâè

∂Z

∂y
= Q(x, y) ⇒ ∂

∂y
(
x

y
+

x2y2

2
+ x + ϕ(y)) = −2x

y3
+ yx2 + ϕ ′(y) =

= Q(x, y) = 2 cos(2y + 1)− 2x

y3
+ x2y.

Çâiäñè

ϕ ′(y) = 2cos(2y + 1), ϕ(y) =
∫

ϕ ′(y)dy = 2
∫

(cos(2y + 1)dy = sin(2y + 1) + C1.

Çàãàëüíèì iíòåãðàëîì çàäàíîãî ðiâíÿííÿ ¹ âèðàç Z(x, y) = C, àáî

x

y
+

x2y2

2
+ x + sin(2y + 1) = C.
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Iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0,

ÿêå íå ¹ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äèôåðåíöâàëàõ, âäà¹òüñÿ çâåñòè äî òàêîãî òèïó,
äîìíîæèâøè éîãî íà äåÿêó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ µ(x, y), ùî íàçèâà¹òüñÿ
iíòåãðóþ÷èì ìíîæíèêîì . Ðîçâ'ÿçîê îäåðæàíîãî ðiâíÿííÿ

µ(x, y)P (x, y) dx + µ(x, y)Q(x, y) dy = 0, (10)

¹ ðîçâ'ÿçêîì i âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Îòæå, ùîá ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-
íÿííÿ 1-ãî ïîðÿäêó çà ìåòîäèêîþ, çàñòîñîâíîþ äî ðiâíÿíü â ïîâíèõ äèôåðåí-
öiàëàõ, ïîòðiáíî çíàéòè iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê . Öå íå çàâæäè ìîæëèâî. Îò-
æå, ñïî÷àòêó ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ÷è iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ
iñíó¹. Ïîêàæåìî, ÿê ìîæíà çíàéòè âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (10) âíàñëiäîê äîìíîæåííÿ íà µ(x, y) ¹ ðiâíÿííÿì â ïîâ-
íèõ äèôåðåíöiàëàõ, òî ïîâèííà ìàòè ìiñöå ðiâíiñòü

∂(µP )

∂y
=

∂(µQ)

∂x
; àáî P

∂µ

∂y
+ µ

∂P

∂y
= Q

∂µ

∂x
+ µ

∂Q

∂x
.

Çâiäñè P
∂µ

∂y
−Q

∂µ

∂x
= µ

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
. (11)

Âèðàç (11) ¹ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ðîçâ'ÿçêîì
ÿêîãî ¹ øóêàíà ôóíêöiÿ µ(x, y). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçóâàííÿ öüîãî ðiâ-
íÿííÿ ¹ çàäà÷åþ íå ìåíøî¨ ñêëàäíîñòi, íiæ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Îäíàê â äâîõ âèïàäêàõ ôóíêöiÿ µ(x, y) ìîæå áóòè çíàéäåíà øëÿõîì ïîðiâíÿíî
íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü. Ðîçãëÿíåìî öi âèïàäêè.

à). Ôóíêöiÿ µ(x, y)çàëåæèòü ëèøå âiä çìiííî¨ x.
Òîäi ∂µ

∂y
= 0, òîìó ç (11) îäåðæó¹ìî

−Q
∂µ

∂x
= µ

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
;

∂µ

µ
= − 1

Q

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
∂x.

Î÷åâèäíî, ëèøå âiä x â öüîìó âèïàäêó ïîâèíåí çàëåæàòè i âèðàç 1
Q

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
.

Öÿ îáñòàâèíà i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ìîæëèâîñòi çíàõîäæåííÿ
iíòåãðóþ÷îãî ìíîæíèêà µ(x, y) çà äîïîìîãîþ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ.

Îòæå, ïåðåêîíàâøèñü, ùî âèðàç âèðàç 1
Q

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
íå ìiñòèòü çìiííî¨ y, i

ïðèðiâíþþ÷è ïåðâiñíi, ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ îäåðæó¹ìî

ln |µ| = −
∫ (

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx + ln C; µ = e−

∫
1
Q( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y )dx (ïîêëàäà¹ìî C=1).

á). Ôóíêöiÿ µ(x, y) çàëåæèòü ëèøå âi çìiííî¨ y.
Òîäi ∂µ

∂x
= 0, à âèðàç 1

Q

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
ïîâèíåí ìiñòèòè ëèøå çìiííó y. Ïåðå-

êîíàâøèñü â öüîìó, iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ

µ = e
∫

1
P ( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y )dy.
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Ïðèêëàä 2. Çíàéòè iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
y dx− (x + y2) dy = 0, i çâåñòè éîãî äî ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ.

Ïîçíà÷èìî P = y; Q = −(x + y2). Ìà¹ìî

∂P

∂y
= 1;

∂Q

∂yx
= −1 6= ∂P

∂y
.

Îòæå, çàäàíå ðiâíÿííÿ íå ¹ ðiâíÿííÿì â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ. Äîñëiäèìî,
÷è ìîæíà çà îïèñàíîþ âèøå ñõåìîþ çíàéòè iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê - ôóíêöiþ
µ(x, y). Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî, âiä ÿêèõ çìiííèõ çàëåæèòü öÿ ôóíêöiÿ. Îá÷è-
ñëèìî

1

Q

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

2

x + y2
- çàëåæèòü i âiä x, i âiä y;

1

P

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

2

y
- çàëåæèòü ëèøå âiä y.

Îòæå, ìà¹ìî äðóãèé ç íàâåäåíèõ âèùå âèïàäêiâ. Òîäi

µ = e
∫

1
P ( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y )dy = e−
∫

2
y
dy = e−2ln|y| = y−2.

Äëÿ çâåäåííÿ çàäàíîãî ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ, äîìíî-
æèìî éîãî íà µ = y−2. Îäåðæèìî:

dx

y
−

(
x

y2
+ 1

)
dy = 0. Ïîçíà÷èìî P =

1

y
, Q = −

(
x

y2
+ 1

)
.

Òåïåð ∂P

∂y
=

∂

∂y

(
1

y

)
= − 1

y2
;

∂Q

∂x
= − ∂

∂y

(
x

y2
+ 1

)
=

1

y2
=

∂P

∂y
,

îòæå, ïiñëÿ äîìíîæåííÿ íà iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê µ = y−2 çàäàíå ðiâíÿííÿ
çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ. Éîãî ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè çà
íàâåäåíîþ ìåòîäèêîþ.

Ëåêöiÿ 5. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n ìîæíà çàïèñàòè

ó âèãëÿäi

F (x, y, y ′, y ′′, ..., y(n)) = 0. (12)

Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì , ÿêùî âîíî ìiñòèòü øóêàíó
ôóíêöiþ i ¨¨ ïîõiäíi ëèøå â ïåðøîìó ñòåïåíi, òîáòî ëiíiéíî:

y(n) + a1(x)y(n−1) + a2(x)y(n−2) + ... + an−1(x)y ′ + an(x)y = f(x). (13)

Ðîçãëÿäàþ÷è ëiâó ÷àñòèíó öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿê ðåçóëüòàò äi¨ äåÿêîãî ëiíiéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà Ln íà ôóíêöiþ y(x) (äiÿ ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi
ïîõiäíèõ äî ïîðÿäêó n âêëþ÷íî, äîìíîæåííi ¨õ íà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè ak(x), i
çíàõîäæåííi ñóìè öèõ äîáóòêiâ), çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (12) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Ln[y] = f(x). (14)
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Äëÿ ðiâíÿííÿ (13), (14) ñïðàâåäëèâèì ¹ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨ :

÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Ln[y] = f1(x) + f2(x) (15)

¹ ñóìîþ ôóíêöié y∗1(x) òà y∗1(x) , ùî ¹ ÷àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü

Ln[y] = f1(x) òà Ln[y] = f2(x) âiäïîâiäíî. (16)

Îïåðàòîð Ln ìà¹ âëàñòèâîñòi îäíîðiäíîñòi : Ln[Cy] = CLn[y] ,
òà àäèòèâíîñòi : Ln[y1 + y2] = Ln[y1] + Ln[y2].

ßêùî f(x) ≡ 0, òî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä Ln[y] = 0, i íàçè-
âà¹òüñÿ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì .

Òåîðåìà 1. ßêùî a1(x), ..., an(x), f(x)− - íåïåðåðâíi íà ïðîìiæêó [a; b]
ôóíêöi¨, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ (a; b), i áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ
y(x0) = y0, y

′(x0) = y ′0, y
′′(x0) = y ′′0, ..., y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê

y = y(x) ðiâíÿííÿ (13), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ öi ïî÷àòêîâi óìîâè.

Òåîðåìà 2. ßêùî ôóíêöi¨ y1(x), y2(x), ..., ym(x) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ëiíiéíîãî
îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ln[y] = 0, òî éîãî ðîçâ'ÿçêîì ¹ i äî-
âiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ∑m

k=1 Ckyk(x) öèõ ôóíêöié:

L[C1y1(x) + C2y2(x) + ... + Cmym(x)] = 0.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñèñòåìà ôóíêöié y1(x), y2(x), ..., yn(x), ñåðåä ÿêèõ íåìà¹ òî-
òîæíî ðiâíèõ íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ íà ïðîìiæêó [a; b],
ÿêùî æîäíó ç íèõ íà öüîìó ïðîìiæêó íå ìîæíà ïîäàòè, ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ
iíøèõ.

Êðèòåði¹ì ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñèñòåìè ôóíêöié ¹ ðiâíiñòü íó-
ëþ âèçíà÷íèêà , ùî íàçèâà¹òüñÿ Âðîíñêiàíîì :

R =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yn

y′1 · · · y′n
· · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 · · · y(n−1)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Íåõàé ôóíêöi¨ y1(x), y2(x), ..., yn(x) i ¨õ ïîõiäíi äî n− 1-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî
íåïåðåðâíi íà (a; b). Òîäi ¨õ Âðîíñêiàí ïðè a < x < b ðiâíèé íóëþ, ÿêùî öi
ôóíêöi¨ ëiíiéíî çàëåæíi, i íå ðiâíèé íóëþ, ÿêùî âîíè ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñèñòåìà n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ y1(x), y2(x), ..., yn(x)
ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿôóíäàìåíòàëü-
íîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöi¨ y1(x), y2(x), ..., yn(x) ñêëàäàþòü ôóíäàìåíòàëüíó
ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Òîäi éîãî
çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ öèõ ôóíêöié

y(x) =
n∑

k=1

Ckyk(x). (17)
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Òåîðåìà 4. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê y(x) ëiíiéíîãî íåîäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ (13) ¹ ñóìîþ éîãî äîâiëüíîãî ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó y∗(x) òà çàãàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ y(x):

y(x) = y∗(x) + y(x).

Ëåêöiÿ 6. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi äîïóñêàþòü ïîíè-
æåííÿ ïîðÿäêó.

1. Ðiâíÿííÿ âèäó y(n) = f(x) ( ïðàâà ÷àñòèíà íå çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨
y(x) i ¨ ¨ ïîõiäíèõ ) .

Ïîðÿäîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîñëiäîâíî ïîíèæóâàòè øëÿõîì iíòåãðóâà-
ííÿ îáîõ éîãî ÷àñòèí. Îñêiëüêè

y(n) =
d(y(n−1))

dx
= f(x), d(y(n−1)) = f(x)dx, òî y(n−1) =

∫
f(x)dx + C̃1.

Àíàëîãi÷íî d(y(n−2)) = y(n−1)dx,

y(n−2) =
∫

y(n−1)dx + C̃2 =
∫ (∫ (

f(x) + C̃1

)
dx

)
dx + C̃1x + C̃2, . . . ,

y =
∫
· · ·

∫

︸ ︷︷ ︸
n

f(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
n

+ C̃1
xn−1

(n− 1)!
+ C̃2

x(n−2)

(n− 2)!
+ · · ·+ C̃n;

àáî y =
∫
· · ·

∫

︸ ︷︷ ︸
n

f(x) dx · · · dx︸ ︷︷ ︸
n

+ C1x
n−1 + C2x

(n−2) + · · ·+ Cn.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ yIV = 1
x5 + sinx.

Iíòåãðóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ, ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî :

yIII =
∫ (

1

x5
+ sinx

)
dx = − 1

5x4
− cosx + C̃1,

yII =
∫ (

− 1

5x4
− cosx + C̃1

)
dx =

1

4 · 5x3
− sinx + C̃1x + C̃2,

yI =
∫ (

1

4 · 5x3
− sinx + C̃1x + C̃2

)
dx = − 1

3 · 4 · 5x2
+ cosx +

C̃1x
2

2
+ C̃2x + C̃3,

y =
∫ (

− 1

3 · 4 · 5x2
+ cosx +

C̃1x
2

2
+ C̃2x + C̃3

)
dx = − 1

5!x
+sinx+

C̃1x
3

3!
+

C̃2x
2

2!
+C̃3x+C̃4,

àáî y = − 1

5!x
+sinx+C1x

3+C2x
2+C3x+C4, äå C1 =

C̃1

3!
, C2 =

C̃2

2!
, C3 = C̃3, C4 = C̃4

- äîâiëüíi ñòàëi.
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2. Ðiâíÿííÿ âèäó F (x, y(k), y(k+1), ..., y(n)) = 0 ( ïðàâà ÷àñòèíà íå çàëå-
æèòü âiä ôóíêöi¨ y(x) òà ¨¨ ïîõiäíèõ y′, ..., y(k−1)) .

Â öüîìó âèïàäêó ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîíèçèòè øëÿõîì ââåäåííÿ çà-
ìiñòü ïðèñóòíüî¨ â ðiâíÿííi ïîõiäíî¨ íàéíèæ÷îãî ïîðÿäêó y(k) íîâî¨
ôóíêöi¨ u(x) = y(k) . Òîäi u′ = y(k+1), u′′ = y(k+2), u(n−k) = y(n). Âèõiäíå
ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n − k äëÿ ôóíêöi¨ u(x). Ðîçâ'ÿçàâøè
éîãî, çíàéäåìî
u(x) = ϕ(x,C1, C2, ..., C

n−k) = y(k). Îäåðæàíèé âèðàç ÿâëÿ¹ ñîáîþ ðiâíÿííÿ
òèïó, ðîçãëÿíóòîãî âèùå. Âèêîíàâøè éîãî k−êðàòíå iíòåãðóâàííÿ, çíàéäåìî
ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ.

Çàóâàæåííÿ. Ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííü âèùèõ ïîðÿäêiâ çíà÷å-
ííÿ ñòàëèõ C1, C2, ... äîöiëüíî çíàõîäèòè ïî ìiði ¨õ ïîÿâè ïiñëÿ êîæíîãî iíòå-
ãðóâàííÿ.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

y′′′(x2 + 1)− 2xy′′ = 0; y(0) = 1, y′(0) = 4, y′′(0) = 12.

Ðiâíÿííÿ íå ìiñòèòü ôóíêöi¨ y òà ïîõiäíî¨ y′. Çàìiíîþ u = y′′ äàíå ðiâíÿííÿ
çâîäèìî äî ðiâíÿííÿ 1-ãî ïîðÿäêó:

u′(x2 + 1)− 2xu = 0;
du

u
=

2x dx

x2 + 1
; ln|u| = ln|x2 + 1|+ ln C1; u = C1(x

2 + 1).

Ç óìîâè y′′(0) = u(0) = 12 çíàõîäèìî C1 = 12.
Òåïåð ìà¹ìî y ′′ = u = 12(x2 + 1), y′ =

∫
y′′dx = 4x3 + 12x + C2.

Ç óìîâè y ′(0) = 4 îäåðæó¹ìî C2 = 4, y ′ = 4x3 + 12x + 4,

y = x4 + 6x2 + 4x + C3; y(0) = 1 ⇒ C3 = 1.

Îäåðæó¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ çàäà÷i Êîøi : y = x4 + 6x2 + 4x + 1.

3. Ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó âèäó F (y, y′, y′ ′) = 0
( ôóíêöiÿ F íå ìiñòèòü çìiííî¨ x ÿâíî).

Ïîðÿäîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæå áóòè ïîíèæåíèé íà îäèíèöþ çàìiíîþ
y′ = u(y). Òîäi

y′′ =
du

dx
=

du

dy

dy

dx
=

du

dy
u.

Ïðèêëàä 3. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

2y ′′ = ey; y(0) = 0, y′(0) = 1.

Ââåäåìî y′ = u(y), òîäi y′ ′ = udu
dy
.

Ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè â çàäàíå ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî

2u
du

dy
= ey, 2u du = eydy, çâiäñè u2 = ey + C1.

Ç óìîâè y′(0) = u(0) = 1 ìà¹ìî C1 = 0. Òîäi u = e
y
2 = y′, e−

y
2 dy = dx;

−2e−
y
2 = x + C2, y(0) = 0 ⇒ C2 = −2, −y

2
= ln

(
2− x

2

)
.
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Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ y = −2 ln
(

2− x

2

)
= ln

4

(2− x)2
.

4. Ðiâíÿííÿ F (x, y, y′, y′ ′, ..., y(n)) = 0, äå ôóíêöiÿ F - îäíîðiäíà âiä-
íîñíî y, y′, y ′′, ..., y(n) (íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè îäíî÷àñíié çàìiíi y, y′, y ′′, ..., y(n)

íà ay, ay′, ay′ ′, ..., ay(n), a 6= 0 ).

Â öüîìó âèïàäêó ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîíèçèòè íà îäèíèöþ çàìiíîþ
y ′ = y · z(x); òîäi y ′′ = y′z + z′y = y(z2 + z′).

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

yy′′ = 2x(y′)2; y(2) = 2, y′(2) = 0.5.

Î÷åâèäíî, ùî äàíå ðiâíÿííÿ íàëåæèòü äî âêàçàíîãî òèïó. Ïiäñòàâèìî
y ′ = y z, y′′ = y′z + z′y = y(z2 + z′).
Îäåðæèìî y2(z2 + z′) = 2xy2z2.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî y ≡ 0 íå ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i
Êîøi ( íå çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè), ìà¹ìî

z′ =
dz

dx
= z2(2x− 1).

Çâiäñè
−1

z
= x2 − x + C1, − y

y′
= x2 − x + C1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè, çíàõîäèìî C1 = −6. Òîäi

y′

y
= − 1

x2 − x− 6
= − 1

(x− 3)(x + 2)
,

dy

y
= − dx

(x− 3)(x + 2)
; çâiäñè − ln |y| = 1

5
ln

∣∣∣∣∣
C2(3− x)

x + 2

∣∣∣∣∣, C2 > 0,

1

y5
= −C3(3− x)

x + 2
, C3 6= 0. Ç óìîâè y(2) = 2 çíàõîäèìî C3 =

1

8
.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìîæíà çàïèñàòè ó íàñòóïíié ôîðìi:

y5(3− x) = 8(x + 2).

Ëåêöiÿ 7. Ëiíiéíi îäíîðiäíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ïî-
ñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Äî öüîãî òèïó íàëåæàòü ðiâíÿííÿ

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ... + an−1y
′ + any = 0, (18)

äå a1, a2, ..., an - äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Äëÿ çíàõîäæåííÿ éîãî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ïîòðiáíî ñïî÷àòêó çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.
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Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n ñêëàäà¹òüñÿ ç n ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ôóíêöié, êîæíà ç ÿêèõ ¹ éîãî ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì. Øóêàþ÷è ¨õ
ó âèãëÿäi ïîêàçíèêîâèõ ôóíêöié:

y = ekx, (19)

ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ìíîæíèêà k ôóíêöi¨ (19) ìîæóòü áóòè
ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (18). Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî ïîõiäíi

y ′ = kekx, y ′′ = k2ekx, ..., y(n) = knekx,

i ïiäñòàâëÿ¹ìî ¨õ â ðiâíÿííÿ (18). Îäåðæèìî

ekx(kn + a1k
n−1 + a2kn−2 + ... + an−1k + an) = 0.

Óìîâîþ ðiâíîñòi íóëþ ëiâî¨ ÷àñòèíè öüîãî âèðàçó ¹ ðiâíiñòü íóëþ äóæêè

kn + a1k
n−1 + a2kn−2 + ... + an−1k + an = 0. (20)

Ç öi¹¨ óìîâè, ÿêà ¹ àëãåáðà¨÷íèì ðiâíÿííÿì, çíàõîäèìî øóêàíi çíà÷åííÿ ìíî-
æíèêiâ k. Ðiâíÿííÿ (20) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì çà-
äàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (18).

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ (20), çíàéäåìî éîãî êîðåíi k1, k2, ..., kn. Ñåðåä öèõ êî-
ðåíiâ ìîæóòü áóòè äiéñíi i êîìïëåêñíi, ïðîñòi i êðàòíi.

Ïðè ïîáóäîâi ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (18) ñëiä âðàõî-
âóâàòè íàñòóïíi ïðàâèëà:
- ïðîñòîìó (îäíîêðàòíîìó) äiéñíîìó êîðåíþ ki âiäïîâiäà¹ îäèí ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿ-
çîê

yi(x) = ekix;

- äiéñíîìó êîðåíþ kj êðàòíîñòi m âiäïîâiäàþòü m ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ

yj1 = ekjx; yj2 = x ekjx, yj3 = x2 ekjx, yj4 = x3 ekjx, ..., yjm = xm−1 ekjx;

- ïàði ïðîñòèõ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ ks = αs ± βsi âiäïîâiäàþòü äâà
÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêè

ys1 = eαsxcos(βsx), ys2 = eαsxsin(βsx);

- ïàði êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ kq = αq ± βqi êðàòíîñòi p âiäïîâiäàþòü 2p
÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ

yq1 = eαqxcos(βqx), yq2 = eαqxsin(βx); yq3 = xeαqxcos(βqx), yq4 = xeαqxsin(βx);

yq5 = x2eαqxcos(βqx), yq6 = x2eαqxsin(βx); ...

..., yq 2p−1 = xp−1eαqxcos(βqx), yq 2p = xpeαqxsin(βx);

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (18) çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨
éîãî ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà ôîðìóëîþ (17).

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

y ′′′ + y ′′ − 2y = 0.

19



Çíàéäåìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ. Øóêàþ÷è ÷à-
ñòèííi ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ôóíêöié y = ekx, îäåðæèìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿ-
ííÿ

k3 + k2 − 2 = 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ ïåðåòâîðèìî éîãî ëiâó ÷àñòèíó:

k3+k2−2 = k3−1+k2−1 = (k−1)(k2+k+1)+(k−1)(k+1) = (k−1)(k2+2k+2) = 0.

Ðiâíÿííÿ ìà¹ îäèí äiéñíèé i äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíi:

k1 = 1; k2 = 1 + i; k3 = 1− i.

Öèì êîðåíÿì âiäïîâiäàþòü ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè

y1(x) = ex, y2(x) = excos x, y3(x) = exsin x,

ÿêi ñêëàäàþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíîãî ðiâíÿííÿ.

Çàãàëüíèì éîãî ðîçâ'ÿçêîì ¹ y(x) =
3∑

k=1

Ckyk(x) = C1e
x +C2e

xcos x+C3e
xsin x.

Ëåêöiÿ 8. Ìåòîä âàðiàöi¨ äîâiëüíèõ ñòàëèõ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ç ïî-
ñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêi ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ... + an−1y
′ + any = f(x), (21)

äå a1, a2, ..., an - äiéñíi ÷èñëà, f(x) - äåÿêà ôóíêöiÿ, íå ðiâíà òîòîæíî íóëþ.
Ðiâíÿííÿ (21) ïðè f(x) ≡ 0 ñòà¹ îäíîðiäíèì. Íåõàé ôóíêöi¨ y1(x), y2(x), ..., yn(x)

ñêëàäàþòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâÿ"ÿçêiâ öüîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Çàãàëüíèì éîãî ðîçâ'ÿçêîì ¹ ôóíêöiÿ

y(x) =
n∑

k=1

Ckyk(x),

äå C1, C2, ..., Cn - äîâiëüíi ñòàëi.
Çà äàíèì ìåòîäîì ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (21) øóêàþòü ó âèãëÿäi

y∗(x) =
n∑

k=1

Ck(x)yk(x), (22)

ÿêèé ñïiâïàäà¹ ïî ôîðìi ç çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì (17) îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ,
îäíàê äîâiëüíi ñòàëi C1, ..., Cn òóò çàìiíåíî äåÿêèìè ôóíêöiÿìè C1(x), ..., Cn(x),
ÿêi íåîáõiäíî ïiäiáðàòè òàê, ùîá îäåðæàíà ôóíêöiÿ y∗(x) áóëà ðîçâ'ÿçêîì
íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (21).
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié C1(x), ..., Cn(x) âèêîðèñòîâóþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü
âiäíîñíî ïîõiäíèõ C ′

1(x), ..., C ′
n(x) öèõ ôóíêöié:





C ′
1y1 + C ′

2y2 + ... + C ′
nyn = 0,

C ′
1y
′
1 + C ′

2y
′
2 + ... + C ′

ny′n = 0,
C ′

1y
′′
1 + C ′

2y
′′
2 + ... + C ′

ny′′n = 0,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
C ′

1y
(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + ... + C ′

ny(n−1)
n = f(x).

(23)

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (23) îäåðæó¹òüñÿ ïðè ïiäñòàíîâöi ôóíêöi¨ (22) òà ¨¨ ïîõiäíèõ â
ðiâíÿííÿ (21), äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïðè öüîìó íàêëàäàþòüñÿ äîäàòêîâi óìîâè, ùî
âèðàæàþòüñÿ ïåðøèìè n− 1 ðiâíÿííÿìè ñèñòåìè ðiâíÿíü (23).

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (23), çíàéäåìî âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ C ′
1(x), ..., C ′

n(x).
Ñàìi ôóíêöi¨ C1(x), ..., Cn(x) îäåðæó¹ìî iíòåãðóâàííÿì :

Ck(x) =
∫

C ′
k(x)dx (ñòàëi iíòåãðóâàííÿ ïîêëàäà¹ìî ðiâíèìè íóëþ).

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (21) ðiâíèé ñóìi éîãî ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó (22)
òà çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî éîìó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ :

y(x) = y(x) + y∗(x) =
n∑

k=1

Ckyk(x) +
n∑

k=1

Ck(x)yk(x).

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

y′′ + y = cos x.

Çíàéäåìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ
y′′ + y = 0, âiäïîâiäíîãî äàíîìó íåîäíîðiäíîìó. Éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿ-
ííÿ k2 + 1 = 0 ìà¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi k1 = i, k2 = −i. Îòæå,
ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
ôóíêöié y1 = cos x, y2 = sin x. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâ-
íÿííÿ ðiâíèé

y(x) = C1cos x + C2sin x; C1, C2 − äîâiëüíi ñòàëi.

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

y∗(x) = C1(x)cos x + C2(x)sin x; äå C1(x), C2(x)− íåâiäîìi ïîêè ùî ôóíêöi¨.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíèõ C ′
1(x), C ′

2(x) îá÷èñëþ¹ìî y′1 = −sin x, y′2 = cos(x),
i çàïèñó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

{
C ′

1(x)cos x + C ′
2(x)sin x = 0,

−C ′
1(x)sin x + C ′

2(x)cos = cos x.

Ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨ ñèñòåìè ¹

C1
′(x) = −1

2
sin 2x, C2,

′ (x) = cos2x.

Òîäi

C1(x) =
∫

C1
′(x)dx =

1

4
cos 2x, C2(x) =

∫
C ′

2(x)dx =
x

2
+

1

4
sin 2x
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( ñòàëi iíòåãðóâàííÿ âiäêèäà¹ìî ). Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê
íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

y∗(x) =
1

4
cos 2x cos x +

(
x

2
+

1

4
sin 2x

)
sin x.

Îòæå, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäàíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

y(x) = y(x) + y∗(x) = C1cos x + C2sin x +
1

4
cos 2x cos x +

(
x

2
+

1

4
sin 2x

)
sin x.

Ëåêöiÿ 9. Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ ëiíiéíèõ íåîäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ç ïî-
ñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê y∗(x) íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ (21) ìîæíà ïiäiáðàòè, âèõîäÿ÷è ç ôîðìè éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè -
ôóíêöi¨ f(x). Öå ìîæëèâî, ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) çà ñòðóêòóðîþ âiäïîâiäà¹ âèðàçó

eαx [Pk(x)cos β x + Qm(x)sin β x] , (24)

äå Pk(x), Qm(x)− ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíiâ âiäïîâiäíî k òà m.

Ïðè âñòàíîâëåííi âèãëÿäó ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ âðà-
õîâóþòü òàêîæ âëàñòèâîñòi ëiâî¨ ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ, à ñàìå - âëàñòèâîñòi
êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (20).

Çíàõîäæåííÿ ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (21) çà ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ
êîåôiöi¹íòiâ çäiéñíþ¹òüñÿ â äâà åòàïè:

- âñòàíîâëþþòü éîãî çàãàëüíó áóäîâó - ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê çàïèñóþòü ó
âèãëÿäi äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ( âèáið ôîðìè öi¹¨ ôóíêöi¨ îïèñàíî íèæ÷å ) ç íåâèçíà-
÷åíèìè êîåôiöi¹íòèìè ;

- ïiäñòàâèâøè öþ ôóíêöiþ â ðiâíÿííÿ (21), ç óìîâè ðiâíîñòi éîãî ïðàâî¨ i
ëiâî¨ ÷àñòèí çíàõîäÿòü çíà÷åííÿ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ.

Äîöiëüíî êåðóâàòèñü íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè ïiäáîðó ôîðìè
÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó y∗(x).

1) ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìiñòèòü ìíîæíèê eαx, òî òàêèé æå ìíîæíèê ìiñòèòü
÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê y∗(x) .

2) ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ìíîæíèêè cosβx àáî sinβx, òî ôóíêöiþ y∗(x) ñëiä
øóêàòè ó âèãëÿäi äâîõ äîäàíêiâ, â îäíîìó ç ÿêèõ ïðèñóòíié ìíîæíèê cosβx, â
äðóãîìó - sinβx.

3) ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ìíîæíèê

eαx (Pk(x)cos β x + Qm(x)sin β x) , äå Pk(x), Qm(x)−
ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíiâ k òà m, òî äî ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ñëiä âêëþ÷èòè ìíîæíèê

eαx (Pl(x)cos β x + Ql(x)sin β x) , äå Rl(x), Sl(x)−
ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ l; l− áiëüøå ñåðåä ÷èñåë k, m.
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Ìíîãî÷ëåíè Rl(x), Sl(x) ïðè öüîìó ñëiä çàïèñóâàòè â çàãàëüíié ôîðìi, âêëþ-
÷àþ÷è âñi ñòåïåíi çìiííî¨ x âiä 0 äî l:

Rl(x) = A0x
l + A1x

l−1 + A2x
l−2 + ... + Al−1x + Al;

Sl(x) = B0x
l + B1x

l−1 + B2x
l−2 + ... + Bl−1x + Bl;

òóò Aj, Bj, j = 0, 1, ..., l,− íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè, çíà÷åííÿ ÿêèõ äàëi
òðåáà çíàéòè.

4) ßêùî ñåðåä êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ êîðiíü k = α± i β êðà-
òíîñòi r, à ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ìíîæíèêè eαxcosβx àáî eαxsinβx, òî ïîáóäîâàíèé
çà íàâåäåíèìè âèùå ïðàâèëàìè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ñëiä äîìíîæèòè íà xr.

Çîêðåìà, ÿêùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä eαxPm(x), à ñåðåä êîðå-
íiâ
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ êîðiíü k = 0 êðàòíîñòi r, òî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿ-
çîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

y∗(x) = xreαxRm(x), äå Rm(x) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ m.

Âñòàíîâèâøè çàãàëüíó ôîðìó ôóíêöi¨ y∗(x), ïîòðiáíî çíàéòè ¨¨ ïîõiäíi
(y∗(x))′, (y∗(x))′′, (y∗(x))′′′, ..., i ïiäñòàâèòè ¨õ â ðiâíÿííÿ (21). Äàëi óòâîðèòè
â ëiâié ÷àñòèíi ãðóïè äîäàíêiâ, øî ìiñòÿòü îäíàêîâi ñòåïåíi çìiííî¨ x, îäíà-
êîâi òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ i ò.ä. ( â ïðàâié ÷àñòèíi çàëèøà¹òüñÿ íóëü ),
i ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ îêðåìî êîæíó ç öèõ ãðóï. Îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü,
â ÿêié íåâiäîìèìè âåëè÷èíàìè ¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíiâ, i ÿêà ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî ôóíêöiîíàëüíà ôîðìà ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çíàéäåíà ïðàâèëüíî.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

y ′′ + 2y ′ = 2e3x.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ:

y ′′ + 2y ′ = 0,

âiäïîâiäíîãî äàíîìó íåîäíîðiäíîìó. Øóêàþ÷è ÷àñòèííi éîãî ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿ-
äi ïîêàçíèêîâèõ ôóíêöié y = ekx, îäåðæèìî õàðàêòàðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

k2 + 2k = 0, êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ k1 = 0, k2 = −2.

×àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöi¨

y1 = ek1x ≡ e0 = 1, y2 = ek2x = e−2x,

à 
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

y(x) = C1y1 + C2y2 = C1 + C2e
−2x.

Âñòàíîâèìî òåïåð ôóíêöiîíàëüíó ôîðìó ðîçâ'ÿçêó çàäàíîãî íåîäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ. Ïîðiâíþþ÷è éîãî ïðàâó ÷àñòèíó 2e3x ç âèðàçîì (24), âñòàíîâëþ¹ìî
íàñòóïíó âiäïîâiäíiñòü:

α = 3; β = 0; Pk(x) ≡ 2, ⇒ k = 0. Îòæå,
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eαx (Pk(x)cos β x + Qm(x)sin β x) ⇒ e3x(Pk(x)cos(0x) + Qm(x)sin(0x)) = e3x · 2.
Ìíîæíèê 2 â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ¹ ìíîãî÷ëåíîì íóëüîâîãî ñòåïåíÿ.

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ïîâèíåí ìiñòèòè Ae3x,
äå A - çàãàëüíà ôîðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ íóëü ( A=const ).

×èñëà α± i β = 3± i ·0 = 3 ñåðåä êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ íåìà¹.
Òîìó âèðàç Ae3x íå ïîòðiáíî äîìíîæóâàòè íà xr, ( çà íàâåäåíèìè ïðàâèëàìè,
r - êðàòíiñòü êîðåíÿ, ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç ÷èñëîì α± i β ).

Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ñëiä øóêàòè ó
âèãëÿäi

y∗(x) = Ae3x, À - íåâèçíà÷åíèé êîåôiöi¹íò.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòà À îá÷èñëþ¹ìî ïîõiäíi

y∗
′
= 3Ae3x, y∗

′′
= 9Ae3x i ïiäñòàâëÿ¹ìî ¨õ â ëiâó ÷àñòèíó çàäàíîãî ðiâíÿííÿ:

Ae3x + 6Ae3x = 2Ae3x; e3x(9A + 6A− 2) = 0; 15A = 2; A =
2

15
.

Îäåðæó¹ìî
y∗(x) =

2

15
e3x;

y(x) = y(x)+y∗(x) = C1+C2e
−2x+

2

15
e3x− çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ

y′′ + 2y′ + y = x2e−x.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ k2 + 2k + 1 = 0 âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿ-
ííÿ ìà¹ îäèí äâîêðàòíèé êîðiíü k = −1.

Îòæå, ÷àñòèííèìè éîãî ðîçâ'ÿçêàìè ¹ ôóíêöi¨ y1 = e−x, y2 = x e−x,
à çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì − y(x) = C1e

−x + C2xe−x.
Äëÿ âèáîðó ôóíêöiîíàëüíî¨ ôîðìè ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî ðiâ-

íÿííÿ ïîðiâíÿ¹ìî éîãî ïðàâó ÷àñòèíó ç âèðàçîì (24). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà âiä-
ïîâiäíiñòü:

α = −1, β = 0, Pk(x) = x2 − ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ l=2.

Îòæå, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ïîâèíåí ìiñòèòè ìíî-
æíèê

eαx (Pl(x)cos β x + Ql(x)sin β x) ⇒ e−x(P2(x)cos(0x) + Q2(x)sin(0x)) = e−xP2(x).

Ìíîãî÷ëåí äðóãîãî ñòåïåíÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàïèñó¹ìî
â ôîðìi P2(x) = Ax2 + Bx + C; A, B, C − íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè.

Îá÷èñëèìî ÷èñëà α + ±i β = −1, i ïîðiâíÿ¹ìî ¨õ ç êîðåíÿìè õàðàêòåðè-
ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ. Áà÷èìî, ùî öi ÷èñëà ñïiâïàäàþòü ç äâîêðàòíèì êîðåíåì.
Òîìó ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ áóäå ìiñòèòè ìíîæíèê x2, i
ìàòèìå íàñòóïíèé

âèãëÿä: y∗(x) = x2e−x(Ax2 + Bx + C) = e−x(Ax4 + Bx3 + Cx2).

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ A, B, C. Îá÷èñëèìî ïîõiäíi

y∗
′
= e−x[−Ax4 + (4A−B)x3 + (3B − C)x2 + 2Cx],
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y∗
′′

= e−x[Ax4 − (8A−B)x3 + (12A−B +C)x2 + (6B − 4C)x + 2C]

Ïiäñòàâëÿ¹ìî öi âèðàçè â çàäàíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ. Îäåðæèìî:

e−x(12Ax2 + 6Bx + 2C) = x2e−x; e−x[(12A− 1)x2 + 6B + C] = 0;

çâiäñè C = 0, B = 0; A =
1

12
.

Îòæå, y∗(x) =
1

12
x4e−x ¹ ÷àñòèííèì, à y(x) = y(x) + y∗(x) = C1 + C2x +

x4

12

- çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêàìè çàäàíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ.
Ïðèêëàä 3. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ
y′′ − 2y′ + 5y = ex(cos2x + x sin2x).

Çíàéäåìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ k2 − 2k + 5 = 0. Îäåðæó¹ìî
k1 = 1 + 2i, k2 = 1 − 2i. Òîäi ÷àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ,
âiäïîâiäíîãî çàäàíîìó íåîäíîðiäíîìó, ¹ y1 = excos 2x, y2 = exsin 2x.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

y(x) = C1y1 + C2y2 = C1e
xcos2x + C2e

xsin2x.

Ïîðiâíþþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó çàäàíîãî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ç âèðàçîì (24),
âñòàíîâëþ¹ìî íàñòóïíó âiäïîâiäíiñòü:

α = 1; β = 2; Pk(x) ≡ 1, ⇒ k = 0; Qm(x) = x, ⇒, m = 1.

Òîäi, âiäïîâiäíî äî íàâåäåíèõ âèùå ïðàâèë, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ïîâèíåí
ìiñòèòè

eα x[R1(x)cos βx + S1(x)sin βx] = ex[(A + Bx)cos 2x + (C + Dx)sin 2x].

Ìíîæíèêàìè ïðè cos 2x, sin 2x ¹ çàïèñàíi â çàãàëüíié ôîðìi ìíîãî÷ëåíè
1-ãî ñòåïåíÿ R1(x) = A + Bx, S1(x) = C + Dx. �õ ñòåïiíü ðiâíèé áiëüøîìó
ñåðåä ñòåïåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ P0(x) = 1; Q1(x) = x.

×èñëà α± i β = 1+2i ñïiâïàäàþòü ç êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
êðàòíîñòi r = 1. Òîìó ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ïîâèíåí
äîäàòêîâî ìàòè ìíîæíèê xr = x. Îòæå, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî â ôîðìi

y∗(x) = x eα x[R1(x)cos βx+S1(x)sin βx] = ex[(Ax+Bx2)cos 2x+(Cx+Dx2)sin 2x],

äå A, B, C, D -íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè. Äëÿ ¨õ çíàõîæåííÿ îá÷èñëèìî ïîõiäíi

y∗
′
(x) = ex{[(D−2B)x2+(2D+C−2A)x+C]sin 2x+[(B+2D)x2+(2B+A+2C)x+A]cos 2x};

y∗
′′
(x) = ex{[(−4B − 3D)x2 + (4D − 8B − 4A + 3C)x + 2D + 2C − 4A]sin 2x+

[(−3B + 4D)x2 + (8D − 3A + 4C + 4B)x + 4C + 2B + 2A]cos 2x},
i ïiäñòàâèìî ¨õ òà âèðàç äëÿ y∗(x) â çàäàíå ðiâíÿííÿ. Ïîäiáíi ÷ëåíè çâîäèìî
çà ñòåïåíÿìè x îêðåìî äëÿ ñèíóñiâ òà êîñèíóñiâ. Îäåðæèìî

ex{[(−8B − 1)x + (2D − 4A)]sin 2x + [8Dx + (4C + 2B − 1)]cos 2x} = 0.
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Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðiâíiñòü íóëþ â öüîìó âèðàçi ìà¹ ìiñöå, ÿêùî âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi óìîâè: 




−8B − 1 = 0,
2D − 4A = 0,

8D = 0,
4C + 2B − 1− 0.

Ñóêóïíiñòü öèõ óìîâ ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü, ç ÿêî¨ çíàõîäèìî:

A = 0; B = −1

8
; C =

5

16
; D = 0.

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ÷àñòèííèé

y∗(x) = x ex[−1

8
x2cos 2x +

5

16
sin 2x],

i çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíîãî ðiâíÿííÿ :

y(x) = y(x) + y∗(x) = C1e
xcos2x + C2e

xsin2x + x ex[−1

8
x2cos 2x +

5

16
sin 2x].

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

y′′ − 9y = 3ex + 2e2x; y(0) = 0, y′(0) = 0.05.

Êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ k2−9 = 0 ¹ ÷èñëà k1 = 3, k2 = −3.
Îòæå, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, âiäïîâiä-
íîãî çàäàíîìó íåîäíîðiäíîìó, ìà¹ âèãëÿä

y(x) = C2e
3x + C2e

−3x.

Â ïðàâié ÷àñòèíi çàäàíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî ñóìó ôóíêöié f1(x) = 3ex i
f2(x) = 2e2x. Çãiäíî ç ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöi¨, éîãî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ¹
ñóìîþ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

a) y′′ − 9y = f1(x) = 3ex,

òà b) y′′ − 9y = f2(x) = 2e2x.

Äëÿ ïåðøîãî ç öèõ ðiâíÿíü ìà¹ìî α = 1, β = 0, α ± iβ = 1, äëÿ äðó-
ãîãî α = 2, β = 0, α ± iβ = 2. Îñêiëüêè ñåðåä êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ðiâíÿííÿ íåìà¹ ÷èñåë 1 i 2, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ a) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi
y∗1(x) = Aex à ðiâíÿííÿ b) - ó âèãëÿäi y∗2(x) = Be2x.
Îá÷èñëèâøè ïîõiäíi y∗

′ ′
1 (x) = Aex, y∗

′ ′
2 (x) = 4Be2x, ïiäñòàâëÿ¹ìî ¨õ âiäïîâiä-

íî â ðiâíÿííÿ a) òà b). Îäåðæèìî

a) (A− 9A)ex = −8Aex = 3ex,

b) (4B − 9B)e2x = −5e2x = 2e2x.

Çâiäñè A = −3/8, B = −2/5.
Îòæå, y∗1(x) = −3/8ex, y∗2(x) = −2/5e2x. ×àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì çàäàíîãî
íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ

y∗(x) = y∗1(x) + y∗2(x) = −3/8ex − 2/5e2x,
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à éîãî çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì -

y(x) = y(x)+y∗(x) = C1e
3x+C2e

−3x+y∗1(x)+y∗2(x) = C1e
3x+C2e

−3x−3/8ex−2/5e2x.

Òåïåð çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi, òîáòî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé âiä-
ïîâiäà¹ çàäàíèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì. Ïîïåðåäíüî çíàõîäèìî

y′(x) = 3C1e
3x − 3C2e

−3x − 3

8
ex − 4

5
e2x.

Ïðè x = 0 îäåðæèìî: y(0) = 0 ⇒ C1 + C2 − 3

8
− 2

5
= 0;

y′(0) = 0.05 ⇒ 3C1 − 3C2 − 3

8
− 4

5
= 0.05.

Çâiäñè ìà¹ìî C1 = 1/2, C2 = 11/40. Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ çàäà÷i ¹

ôóíêöiÿ y(x) =
1

2
e3x +

11

40
e−3x − 3/8 ex − 2/5 e2x.

Ëåêöiÿ 10. Ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ
çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Çàãàëüíîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü íåìà¹. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi
âèïàäêè, êîëè ¨õ ðîçâ'ÿçêè ìîæóòü áóòè çíàéäåíi.

1. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêùî âiäîìèé îäèí éîãî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ y ′′ + a1(x)y ′ + a2(x)y = 0.
Íåõàé âiäîìèé éîãî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê y1(x), òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê øóêà-
¹ìî ó âèãëÿäi y = uy1, y′ = u′y1 + uy′1, y′′ = u′′y1 + 2u′y′1 + uy′′1 :

u′′y1 + 2u′y′1 + uy′′1 + a1(x)(u′y1 + uy′1) + a2(x)uy1 = 0,

y1u
′′ + [2y′1 + a1(x)y1]u

′ + u[y1
′′ + a1(x)y1

′ + a2(x)y1] = 0,

y1u
′′ + [2y′1 + a1(x)y1]u

′ = 0.

Îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ u, ÿêå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè , çâiâøè éîãî äî ðiâ-
íÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàìiíîþ u′ = z.

Öåé ñïîñiá ïîíèæåííÿ ïîðÿäêó ìîæíà âèêîðèñòàòè i äëÿ ëiíiéíèõ îäíîði-
äíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ.

Áiëüø çðó÷íèì ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ y ′′+a1(x)y ′+a2(x)y = 0 ¹ âèêîðèñòàííÿ
ôîðìóëè Îñòðîãðàäñüêîãî - Ëióâiëëÿ:

∣∣∣∣∣
y1 y
y′1 y′

∣∣∣∣∣ = Ce−
∫

a1(x) dx,

Òóò C - äîâiëüíà ñòàëà, y - çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 1. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y ′′ + 4xy ′ + (4 + 2)y = 0,
ÿêùî îäíèì ç éîãî ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ôóíêöiÿ y1 = e−x2

.
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1) Ïåðøèé ñïîñiá.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi äîáóòêó y = uy1 = ue−x2

.
Òîäi y′ = (u′ − 2xu)e−x2

, y′′ = e−x2
[u′′ − 4xu′ + (4x2 − 2)u].

Ïiäñòàâèâøè öå â çàäàíå ðiâíÿííÿ, îäåðæèìî e−x2
u′′ = 0.

Çâiäñè u′′ = 0, u′ = C1, u = C1x + C2.
Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ ôóíêöiÿ y = (C1x + C2)e

−x2
.

2) Äðóãèé ñïîñiá.
Çàïèøåìî ôîðìóëó Îñòðîãðàäñüêîãî - Ëióâiëëÿ:

∣∣∣∣∣
y1 y
y′1 y′

∣∣∣∣∣ = C1e
−

∫
a1(x) dx = C1e

−
∫

4x dx = C1e
−2x2

,

Ðîçêðèâà¹ìî âèçíà÷íèê i ïiäñòàâëÿ¹ìî y′1 = −2xe−x2 :

y1y
′ − yy′1 = e−x2

(y′ + 2xy) = C1e
−2x2

, y′ + 2xy = C1e
−x2

.

Ðîçâ'ÿæåìî öå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè y = uv.
Òîäi u′v + uv′ + 2xuv︸ ︷︷ ︸ = C1e

−x2
.

Ôóíêöiþ v çíàéäåìî ç óìîâè uv′ + 2xuv = 0. Çâiäñè
v′ + 2xv = 0 ⇒ dv

v
= −2x dx, ln |v| = −x2; ïðèéìà¹ìî v = e−x2

.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u ìà¹ìî u′v = u′e−x2
= C1e

−x2 .
Îäåðæó¹ìî u′ = C1, u = C1x + C2. Îòæå, y = uv = (C1x + C2)e

−x2
.

2. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî çâîäÿòüñÿ äî ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Iñíóâàííÿ ìîæëèâîñòi çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (13)

y(n) + a1(x)y(n−1) + a2(x)y(n−2) + ... + an−1(x)y ′ + an(x)y = f(x)

äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çàëåæèòü âiä âëàñòèâîñòåé êî-
åôiöi¹íòiâ a1(x), a2(x), ..., an(x). Ìîæíà äîâåñòè, ùî ÿêùî òàêå çâåäåííÿ ìîæëè-
âå, òî ëèøå øëÿõîì ïåðåõîäó äî íîâî¨ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ ( íàïðèêëàä, t = ϕ(x))

çà ôîðìóëîþ t = C
∫

(an(x))1/n dx, òóò Ñ - äîâiëüíà ñòàëà.

Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòàííÿ çíàéäåíî¨ òàê çìiííî¨ íå ãàðàíòó¹ òîãî, ùî ç ¨¨
äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (13) áóäå çâåäåíå äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Åéëåðà

xny(n) + p1x
n−1y(n−1) + · · ·+ pny = 0 (x 6= 0), (25)

äå p1, . . . , pn - ñòàëi ìíîæíèêè. Ïîðiâíþþ÷è ðiâíÿííÿ (13) òà (25), çíàõîäèìî

an(x) = pnx
−n, òîìó t = C

∫ (
pn

xn

)1/n

dx.

Ïîêëàäàþ÷è C (pn)
1
n = 1 i îïóñêàþ÷è ñòàëó iíòåãðóâàííÿ, äiñòàíåìî
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t = ln |x| : x = et ïðè x > 0; x = −et ïðè x < 0.
Äàëi â ðiâíÿííi (25) ñëiä ïåðåéòè äî çìiííî¨ t, âðàõîâóþ÷è, ùî

d

dx
=

d

dt

dt

dx
.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïîõiäíèõ ðiâíÿííÿ Åéëåðà çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè.

Çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè òàêîæ íàñòóïíèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ
Åéëåðà.

Áóäåìî øóêàòè éîãî ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ñòåïåíåâî¨
ôóíêöi¨ y = xr, äå ïîêàçíèê r ïiäëÿãà¹ âèçíà÷åííþ. Ïiäñòàâèâøè öåé
âèðàç â ðiâíÿííÿ (25), ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà y = xr îäåðæèìî àëãåáðà¨÷íå
ðiâíÿííÿ ñòåïåíÿ n, êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ n ìîæëèâèõ çíà÷åíü ïîêàçíèêà r.

Ïðè ïîáóäîâi çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñëiä âðàõîâóâàòè íàñòóïíi ïðàâèëà:
- ïðîñòîìó äiéñíîìó êîðåíþ rj âiäïîâiäà¹ ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

yj = xrj ;

- m - êðàòíîìó êîðåíþ rj âiäïîâiäà¹ m ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ
yj1 = xrj , yj2 = xrj ln x, yj3 = xrj(ln x)2..., yj m = xrj(ln x)(m−1);

- ïàði ïðîñòèõ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ êîðåíiâ rk = α± iβ âiäïîâiäàþòü
÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè yk1 = xαcos (β ln x) , yk2 = xαsin (β ln x) ,

- çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ¹ ñóìà éîãî ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äîìíî-
æåíèõ íà äîâiëüíi ñòàëi.

Ïðèêëàä 2. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Åéëåðà x2y′′+xy′−y = 0.

×àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi y = xr.
Çíàéäåìî ïîõiäíi y′ = rxr−1, y′′ = r(r − 1)xr−2. Ïiäñòàâèâøè ¨õ â çàäàíå
ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî

x2r(r − 1)xr−2 + xrxr−1 − xr = xr(r2 − 1) = 0.

Ñêîðîòèâøè íà xr, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ r2 − 1 = 0. Éîãî êîðåíÿìè ¹ ÷èñëà
r1 = 1, r2 = −1, à ÷àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäàíîãî ðiâíÿííÿ - ôóíêöi¨
y1 = x, y2 = x−1. Îòæå, çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ ôóíêöiÿ

y = C1y1 + C2y2 = C1x + C2x
−1.

Ëåêöiÿ 11. Cèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü âèäó




y′1 = f1(x, y1, y2, ..., yn),
y′2 = f2(x, y1, y2, ..., yn),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y′n = fn(x, y1, y2, ..., yn)

(26)
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íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó .
Ôîðìà ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðè ÿêié ôóíêöi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi

íå ìiñòÿòü ïîõiäíèõ, íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ.
Ñèñòåìà (26) íàçèâà¹òüñÿ àâòîíîìíîþ, ÿêùî ôóíêöi¨ f1, f2, ..., fn â ïðàâié

÷àñòèíi íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x ÿâíî.
ßêùî ôóíêöi¨ f1(x, y1, y2, ..., yn), ..., fn(x, y1, y2, ..., yn) ¹ ëiíiéíèìè âiäíîñíî

íåâiäîìèõ y1, y2, ..., yn, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ. Â öüîìó
âèïàäêó âîíà ìà¹ âèãëÿä





y′1 = a1 1(x)y1 + a1 2(x)y2 + ... + a1 n(x)yn + ϕ1(x),
y′2 = a2 1(x)y1 + a2 2(x)y2 + ... + a2 n(x)yn + ϕ2(x),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y′n = an 1(x)y1 + an 2(x)y2 + ... + an n(x)yn + ϕn(x),

(27)

Ïðè ϕ1(x) = ϕ2(x) = ... = ϕn(x) ≡ 0 ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ( ËÎÄÐ ).

ßêùî æ âñi êîåôiöi¹íòè ai j(x) ¹ ñòàëèìè âåëè÷èíàìè, ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíié-
íèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè n äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ñóêóïíiñòü n ôóíêöié
y1(x), y2(x), ..., yn(x), ïiäñòàíîâêà ÿêèõ â ñèñòåìó ðiâíÿíü ïåðåòâîðþ¹ êîæíå ç
íèõ â òîòîæíiñòü.

Çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü n ôóíêöié
y1(x,C1, C2, ..., Cn), y2(x,C1, C2, ..., Cn)), ..., yn(x,C1, C2, ..., Cn), ùî çàëåæàòü âiä
àðãóìåíòà x, i ìiñòÿòü n ñòàëèõ C1, C2, ..., Cn, ÿêà ïðè äîâiëüíîìó íàáîði
çíà÷åíü öèõ ñòàëèõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè.

×àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü íàçèâàþòü ñóêóïíiñòü n ôóí-
êöié, ÿêi îäåðæóþòüñÿ ç çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêùî ñòàëèì C1, C2, ..., Cn íàäàòè
äåÿêi êîíêðåòíi çíà÷åííÿ C0

1 , C
0
2 , ..., C

0
n.

Çàäà÷åþ Êîøi äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷à
ïðî çíàõîäæåííÿ ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ çàäàíi ïðè
äåÿêîìó çíà÷åííi àðãóìåíòà x = x0 ïî÷àòêîâi óìîâè. Äëÿ ñèñòåìè (26) ïî÷àòêîâi
óìîâè âèðàæàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè y1(x0) = y0

1, y2(x0) = y0
2, ..., yn(x0) = y0

n, äå
y0

1, y
0
2, ..., y

0
n - çàäàíi ÷èñëà.

Çâåäåííÿ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó äî îäíîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó

(ñïîñiá âèêëþ÷åííÿ çìiííèõ)

Ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (27) ìîæíà çâåñòè äî îäíîãî
ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ öüîãî âèáåðåìî îäíå ç ðiâíÿíü ñèñòåìè, íàïðèêëàä ïåðøå, i ïðîäèôå-
ðåíöiþ¹ìî éîãî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè:

y′′1 = a′11y1 + a′12y2 + · · ·+ a′1nyn + a11y
′
1 + a12y

′
2 + · · ·+ a1ny

′
n + ϕ′1(x).

Ïiäñòàâèìî â ïðàâó ÷àñòèíó öüîãî âèðàçó çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ôóíêöié yk,
k = 1...n, âèêîðèñòîâóþ÷è iíøi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (27). Îäåðæèìî âèðàç

y′′1 = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1nyn + ϕ′1(x) = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1nyn + ψ1(x).
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Äèôåðåíöiþ¹ìî òåïåð îäåðæàíèé âèðàç i çíîâó ïiäñòàâëÿ¹ìî çíà÷åííÿ ïîõi-
äíèõ. Ïîâòîðèâøè öþ ïðîöåäóðó âñüîãî n− 1 ðàçiâ i îá"¹äíàâøè ïåðøå ðiâíÿ-
ííÿ ñèñòåìè (27) i îäåðæàíi âèðàçè, îäåðæèìî:





y′1 = a1 1(x)y1 + a1 2(x)y2 + ... + a1 n(x)yn + ϕ1(x),
y′′1 = b2 1(x)y1 + b2 2(x)y2 + ... + b2 n(x)yn + ψ2(x),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y

(n)
1 = bn 1(x)y1 + bn 2(x)y2 + ... + bn n(x)yn + ψn(x),

(28)

Âiçüìåìî ïåðøi n − 1 ç öèõ ðiâíÿíü, i ðîçãëÿäàþ÷è ¨õ, ÿê ñèñòåìó ëi-
íiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ y2, y3, . . . , yn, ðîçâ'ÿæåìî öþ
ñèñòåìó ( çà óìîâè, ùî ¨¨ âèçíà÷íèê âiäìiííèé âiä íóëÿ ). Îäåðæàíi ðîçâ'ÿç-
êè ëiíiéíî âèðàæàòèìóòü ôóíêöi¨ y2, y3, . . . , yn, ÷åðåç ôóíêöiþ y1, ¨ ¨ ïîõiäíi
y′1, y

′′
1 , . . . , y

(n−1)
1 , òà ôóíêöi¨ ϕ1(x), ψ2(x), . . . ψ(n−1)(x).

Ïiäñòàâèâøè öi âèðàçè â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (28), îäåðæèìî ëiíiéíå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n äëÿ ôóíêöi¨ y1:

y
(n)
1 + c1(x)y

(n−1)
1 + c2(x)y

(n−2)
1 + · · ·+ cn(x)y1 + Ψ(x) = 0,

ðîçâ'ÿçàâøè ÿêå, ìàòèìåìî îäíó ç êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (28) -
ôóíêöiþ y1 = ϕ1(x,C1, C2, ..., Cn), äå C1, C2, ..., Cn - äîâiëüíi ñòàëi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ iíøèõ êîìïîíåíò ¨¨ ðîçâ'ÿçêó - ôóíêöié y2, y3, . . . , yn ñëiä
âèêîðèñòàòè âèðàçè äëÿ öèõ ôóíêöié, çíàéäåíi ïðè ïîáóäîâi ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó
n äëÿ ôóíêöi¨ y1, ïiäñòàâèâøè â íèõ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y1 òà ¨¨ ïîõiäíèõ.

ßêùî âèçíà÷íèê ñèñòåìè (28) ðiâíèé íóëþ, òî âîíà çâîäèòüñÿ äî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íèæ÷îãî ïîðÿäêó, íiæ n, äëÿ ôóíêöi¨ y1. Ïðè öüîìó, âèêî-
íàâøè àíàëîãi÷íó îïèñàíié âèùå ïðîöåäóðó äëÿ iíøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (27)
(äðóãîãî, òðåòüîãî i ò. ä.), ¨¨, ìîæëèâî, âäàñòüñÿ çâåñòè äî ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó n
äëÿ îäíî¨ ç ôóíêöié y2, y3, . . . , yn.

Î÷åâèäíî, ùî öåé ìåòîä ìîæíà âèêîðèñòàòè i äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëi-
íiéíèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïðàêòè÷íî âií
¹ çðó÷íèì ó âèïàäêó íåâåëèêèõ ñèñòåì ðiâíÿíü.

Ïðèêëàä 1.

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
{

dx
dt

= 2x + y,
dy
dt

= 3x + 4y.

Çâåäåìî çàäàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü äî îäíîãî ðiâíÿííÿ 2-ãî ïîðÿäêó äëÿ
ôóíêöi¨ x(t) :
- äèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå ðiâíÿííÿ çà çìiííîþ t, ïîõiäíó y′ ïiäñòàâëÿ¹ìî ç äðóãîãî
ðiâíÿííÿ : x′ ′ = 2x′ + y′ = 2x′ + 3x + 4y;
- ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî y = x′ − 2x i ïiäñòàâÿ¹ìî â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ.
Îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ 2-ãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ x(t): x′′ − 6x′ + 5x = 0.

Éîãî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ k2−6k+5 = 0 ìà¹ êîðåíi k1 = 1, k2 = 5,
òîìó çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ôóíêöiÿ x(t) = C1e

t + C2e
5t,

C1, C2 - äîâiëüíi ñòàëi.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ y(t) âèêîðèñòà¹ìî çíàéäåíèé âèùå âèðàç

y = x′ − 2x . Ïiäñòàâèâøè ñþäè x = C1e
t + C2e

5t, x′ = C1e
t + 5C2e

5t,
îäåðæèìî y(t) = C1e

t + 5C2e
5t − 2(C1e

t + C2e
5t) = −C1e

t + 3C2e
5t.

Îòæå, ðîçâ'ÿçêîì çàäàíî¨ ñèñòåìè ¹ ïàðà ôóíêöié
{

x(t) = C1e
t + C2e

5t,
y(t) = −C1e

t + 3C2e
5t.
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Ïðèêëàä 2. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü




x′ = y,
y′ = 6x− y,
z′ = 6x + 4y.

Çâåäåìî öþ ñèñòåìó äî îäíîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ x(t).
Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî ïîõiäíó

x′′ = y′.

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè ñþäè ïiäñòàâëÿ¹ìî

y′ = 6x− y ⇒ x′′ = 6x− y = 6x− x′.

Îòæå, îäåðæàíî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ x: x′′ + x′ − 6x = 0.
Êîðåíÿìè éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ k2+k−6 ¹ k1 = −3, k2 = 2,
à çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì -

ôóíêöiÿ x(t) = C1e
−3t + C2e

2t, C1, C2 - äîâiëüíi ñòàëi.
Îá÷èñëèìî x′(t) = −3C1e

−3t + 2C2e
2t. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi âèðàçè, à òà-

êîæ ïåðøå i òðåò¹ ðiâíÿííÿ çàäàíî¨ ñèñòåìè, çíàõîäèìî

y(t) = x′(t) = −3C1e
−3t+2C2e

2t, z′ = 6x+4y = 6x+4x′ = −6C1e
−3t+12C2e

2t.

Çâiäñè z(t) =
∫

z′(t)dt = 2C1e
−3t + 6C2e

2t + C3, C3− äîâiëüíà ñòàëà.
Îäåðæó¹ìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:





x(t) = C1e
−3t + C2e

2t,
y(t) = −3C1e

−3t + 2C2e
2t,

z(t) = 2C1e
−3t + 6C2e

2t + C3.

Ëåêöiÿ 12. Ìàòðè÷íèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Çàïèøåìî ñèñòåìó n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ïîñòié-
íèìè êîåôiöi¹íòàìè





y′1 = a1 1y1 + a1 2y2 + ... + a1 nyn,
y′2 = a2 1y1 + a2 2y2 + ... + a2 nyn,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y′n = an 1y1 + an 2y2 + ... + an nyn,

(29)

â ìàòðè÷íié ôîðìi:

Y ′ = AY, (30)

äå Y ′ =




y′1
y′2
...
y′n


 ; A =




a11 a12 · · · · · · a1n

a21 a22 · · · · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · · · · ann


 ; Y =




y1

y2

...
yn


 ,

aij, i, j = 1..n, ñòàëi.

32



×àñòèííi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

y1 = b1e
kx, y2 = b1e

kx, · · · , yn = bnekx, àáî Y = ekxB, äå B =




b1

b2

...
bn


 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ÷èñëà k, b1, b2, ..., bn.
Ïiäñòàâèâøè Y = ekxB â ðiâíÿííÿ (30), îäåðæó¹ìî

Y ′ = kekxB = ekxAB, çâiäêè AB = kB = kIB, àáî (A− kI)B = 0,

äå I - îäèíè÷íà ìàòðèöÿ n× n:

I =




1 0 · · · · · · 0
0 1 · · · · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · · · · 1


 ; A− kI =




a11 − k a12 · · · · · · a1n

a21 a22 − k · · · · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · · · · ann − k




Ìàòðè÷íî-âåêòîðíà ðiâíiñòü (A−kI)B = 0 åêâiâàëåíòíà îäíîðiäíié ñèñòå-
ìi n ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè b1, b2, ..., bn:





(a11 − k)b1 + a12b2 + · · ·+ a1nbn = 0,
a21b1 + (a22 − k)b2 + · · ·+ a2nbn = 0,
· · · · · · · · · · · · · · ·
an1b1 + an2b2 + · · ·+ (ann − k)bn = 0.

(31)

Íåòðèâiàëüíi ( íåíóëüîâi ) ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ àëãåáðà-
¨÷íèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè iñíóþòü, ÿêùî ¨¨ âèçíà÷íèê ðiâíèé íóëþ:

|A− kI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − k a12 · · · · · · a1n

a21 a22 − k · · · · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (32)

Âèðàç (32) ÿâëÿ¹ ñîáîþ ðiâíÿííÿ ñòåïåíÿ n âiäíîñíî íåâiäîìî¨ k, i íàçèâà-
¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü (29),((30)).

×èñëà k ( êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ) i âiäïîâiäíi ìàòðèöi - ñòîâáöi
B (àáî âåêòîðè B), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü AB = kB, íàçèâàþòüñÿ âëà-
ñíèìè çíà÷åííÿìè i âiäïîâiäíèìè ¨ì âëàñíèìè âåêòîðàìè ìàòðèöi
A. Îòæå, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (29) ïîòðiáíî çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ
i âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A.

Âëàñíi çíà÷åííÿ k çíàõîäèìî ç õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ðîçêðèâøè âè-
çíà÷íèê i ïðèðiâíÿâøè éîãî äî íóëÿ. Îäåðæèìî n êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ðiâíÿííÿ, ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè ïðîñòi i êðàòíi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü çíàéäåíèì âëàñíèì
çíà÷åííÿì, êîæåí ç êîðåíiâ kj ïiäñòàâëÿ¹ìî â (31). Îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü,
ç ÿêî¨ çíàõîäèìî çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ b1, b2, ..., bn. Îñêiëüêè öi ðiâíÿííÿ ëiíiéíî
çàëåæíi, ðàíã rj ¨¨ ìàòðèöi A−kjI ìåíøèé çà n (rj < n), òîìó ìàòèìåìî
(n − rj) âiëüíèõ íåâiäîìèõ, ÿêèì ìîæåìî íàäàòè äîâiëüíi çíà÷åííÿ, à ðåøòó
rj íåâiäîìèõ âèðàçèòè ÷åðåç íèõ.

33



Çíàéøîâøè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî âëàñíi çíà÷åííÿ, i
âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A, çíàõîäèìî ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè i áóäó¹ìî
çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (29).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âèïàäêè çíàõîäæåííÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ â çàëåæíîñòi
âiä âëàñòèâîñòåé êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

1) ßêùî ki - ïðîñòèé êîðiíü õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (32), à Bi - âiäïî-
âiäíèé éîìó âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A, òî öüîìó êîðåíþ âiäïîâiäà¹ ÷àñòèííèé
ðîçâ'ÿçîê

Yi = ekixBi ⇒




y1

y2

· · ·
yn


 = ekix




b1i

b2i

· · ·
bni


 ⇒





y1i = ekixb1i,
y2i = ekixbbi,
· · · · · · · · · ,

yni = ekixbni.

2) ßêùî äëÿ êîðåíÿ k êðàòíîñòi m ìà¹ìî m ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ
âåêòîðiâ B1, ..., Bm, òî éîìó âiäïîâiäàþòü m ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Y1 = ekxB1, Y2 = ekxB2, · · · , Ym = ekxBm.

3) ßêùî äëÿ êîðåíÿ k êðàòíîñòi m ìà¹ìî h < m ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëà-
ñíèõ âåêòîðiâ B1, ..., Bh, òî âiäïîâiäíèé éîìó ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çíàéòè
çà ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ, øóêàþ÷è êîæíó ç ôóíêöié y1, y2, ..., yn

ó âèãëÿäi äîáóòêó ìíîãî÷ëåíà ïîðÿäêó m− h íà ekx:

y1 = (a + bx + · · ·+ dxm−h)ekx
y2 = (p + qx + · · ·+ rxm−h)ekx

· · ·
yn = (u + vx + · · ·+ wxm−h)ekx

Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ a, b, ..., w ôóíêöi¨ y1, y2, ..., yn ñëiä ïiäñòàâèòè
â ñèñòåìó ðiâíÿíü (29), i â êîæíîìó ç íèõ ïðèðiâíÿòè êîåôöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ
ñòåïåíÿõ çìiííî¨ x â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó
ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè a, b, ..., w. Äåÿêi ç öèõ ðiâíÿíü ëi-
íiéíî íåçàëåæíi, òîìó ¨¨ ðîçâ'ÿçîê áóäå ìiñòèòè m äîâiëüíèõ ñòàëèõ.

Çà öi¹þ ñõåìîþ äëÿ êîæíîãî ç êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çíàõî-
äèìî âiäïîâiäíèé éîìó ÷àñòèííèé ðîçâÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (29).

Çàãàëüíèì ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì ¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

Y = C1Y1 + C2Y2 + · · ·+ CnYn.

Ïðèêëàä 1.

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
{

dx
dt

= x + y,
dy
dt

= −4x + y.

Â ìàòðè÷íié ôîðìi çàïèøåìî

Y =

(
x(t)
y(t)

)
, A =

(
1 1

−4 1

)
,

dY

dt
=

d

dt

(
x
y

)
=

(
1 1

−4 1

) (
x
y

)
.

Çíàéäåìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
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|A− kI| =
∣∣∣∣∣

1− k 1
−4 1− k

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (k − 1)2 = 4 ⇒ k1 = −1, k2 = 3.

Çàïèñó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (31) äëÿ çíàõîäæåííÿ êîìïîíåíò b1, b2 âëàñíèõ
âåêòîðiâ

{
(1− k)b1 + b2 = 0,
−4b1 + (1− k)b2 = 0.

Äëÿ k = k1, k = k2 öi ðiâíÿííÿ ðiíîñèëüíi, îñêiëüêè âîíè - ëiíiéíî
çàëåæíi (ðàíã ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâíþ¹ îäèíèöi), òîìó ìîæíà âèêîðèñòàòè
äîâiëüíå ç íèõ. Äëÿ k = k1 = −1 ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî 2b1 + b2 = 0.
Ïîêëàäà¹ìî b1 = 1, òîäi b2 = −2. Îòæå, êîðåíþ k1 = −1 âiäïîâiäà¹ âëàñíèé
âåêòîð B1 =

(
b1

b2

)
=

(
1

−2

)
i ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

Y1(t) =

(
x1(t)
y1(t)

)
= ek1tB1 = e−t

(
1

−2

)
⇒

{
x1(t) = e−t,
y1(t) = −2e−t,

C1 - äîâiëüíà ñòàëà.
Àíàëîãi÷íî äëÿ k = k2 = 3 çíàõîäèìî B2 =

(
1
2

)
,

i âiäïîâiäíî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê Y2(t) = ek2tB2 = e3t

(
1
2

)
⇒

{
x2(t) = e3t,
y2(t) = −2e3t.

Çàãàëüíèìé ðîçâ'ÿçîê ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ öèõ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

Y (t) =

(
x(t)
y(t)

)
= C1Y1(t) + C2Y2(t) = C1

(
e−t

−2e−t

)
+ C2

(
e3t

2e3t

)
⇒

{
x(t) = C1e

−t + C2e
3t,

y(t) = −2C1e
−t + 2C2e

3t,
C1, C2 − äîâiëüíi ñòàëi.

Ëåêöiÿ 13. Åëåìåíòè òåîði¨ ñòiéêîñòi.
Íåõàé ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè íà ïëîùèíi îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü

{
dx
dt

= f1(t, x, y),
dy
dt

= f2(t, x, y),
(33)

i äëÿ ¨¨ ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ (x0, y0) â ìîìåíò t = t0 çíàéäåíà âiäïîâiäíà
òðà¹êòîðiÿ ðóõó x = x(t), y = y(t) , òîáòî ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à Êîøi äëÿ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (33) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè x(t0) = x0, y(t0) = y0.

Íåõàé òðà¹êòîðiÿ ðóõó òî÷êè çíàéäåíà òàêîæ äëÿ âèïàäêó, êîëè â â ìîìåíò
t = t0 ¨¨ êîîðäèíàòè ðiâíi (x1, y1); òîäi ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi ¹
ôóíêöi¨ x = x1(t), y = y1(t).

Ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì, ÿêùî ïðè äîñòàòüî ìàëîìó
âiäõèëåííi ïî÷àòêîâèõ ïîëîæåíü

√
[x0 − x1]2 + [y0 − y1]2 âiäõèëåííÿ
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òðà¹êòîðié
√

[x(t)− x1(t)]2 + [y(t)− y1(t)]2 áóäå çàëèøàòèñü ìàëèì i ïðè
t > t0.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçâ'ÿçîê x = x(t), y = y(t) ñèñòåìè ðiâíÿíü (33) íàçèâà¹-
òüñÿ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì ïðè t → ∞, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî ìàëîãî ε > 0
ìîæíà âêàçàòè òàêå δ > 0, ùî ïðè âñiõ t > t0 áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü√

[x(t)− x1(t)]2 + [y(t)− y1(t)]2 < ε, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t = t0

âèêîíóâàëîñü
√

[x0 − x1]2 + [y0 − y1]2 < δ.
ßêùî äëÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ ε > 0 òàêîãî δ âêàçàòè íå ìîæíà, òî ðîçâ'ÿçîê

x = x(t), y = y(t) íàçèâàþòü íåñòiéêèì.
Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçîê x = x(t), y = y(t) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì, ÿêùî âií ¹ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì, à êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå

lim
t→∞(x1(t)− x(t)) = 0, lim

t→∞(y1(t)− y(t)) = 0.

Íåõàé äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü

dyi

dt
= fi(t, y1, y2, · · · , yn) = 0, i = 1...n, (34)

çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê Y0(t) çàäà÷i Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
y1(t0) = y10, y2(t0) = y20, · · · , yn(t0) = yn0:

Y0(t) =




ϕ1(t)
ϕ2(t)
· · ·

ϕn(t)


 .

Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçâ'ÿçîê Y0(t) ñèñòåìè (34) íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì çà Ëÿ-
ïóíîâèì ïðè t →∞ , ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå δ > 0 , ùî âñÿêèé iíøèé ðîçâ'ÿçîê

Y1(t) =




ψ1(t)
ψ2(t)
· · ·

ψn(t)


 ,

çíàéäåíèé äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ y1(t0) = y11, y2(t0) = y21, · · · , yn(t0) = yn1,
ÿêèé ïðè t = t0 âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçâ'ÿçêà Y0(t) ìåíøå, íiæ íà δ

||Y0(t0)− Y1(t0)|| < δ,

ïðè âñiõ t > t0 áóäå çàäîâîëüíÿòè óìîâó ||Y1(t)− Y0(t)|| < ε.
Â ÿêîñòi îöiíêè âåëè÷èíè âiäõèëåííÿ òóò ìîæíà âèêîðèñòàòè

Åâêëiäîâó íîðìó ||Y0(t0)−Y1(t0)|| =
√

[y10 − y11]2 + [y20 − y21]2 + ... + [yn0 − yn1]2,

|Y0(t)− Y1(t)| =
√

[ϕ1(t)− ψ1(t)]2 + [ϕ2(t)− ψ2(t)]2 + ... + [ϕn(t)− ψn(t)]2.

Ðîçâ'ÿçîê Y (t) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, ÿêùî âií ¹ ñòiéêèì
çà Ëÿïóíîâèì, i ìà¹ ìiñöå

lim
t→∞(Y0(t)− Y1(t)) = 0.
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Àíàëîãi÷íî ôîðìóëþ¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ñòiéêîñòi i àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿç-
êiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

F (t, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0, y(t0) = y0, y
′(t0) = y′0, ..., y

(n−1)(t0) = yn−1
0

¹ ôóíêöiÿ y0(t). Ðîçâ'ÿçîê y0(t) íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì ïðè
t →∞ , ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå δ > 0, ùî âñÿêèé iíøèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿí-
íÿ y1(t), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè
y1(t0) = y1, y

′
1(t0) = y′1, ..., y

(n−1)
1 (t0) = yn−1

1 i ïðè t = t0 âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçâ'ÿç-
êàó y0(t) ìåíøå, íiæ íà δ

|y0(t0)− y1(t0)| < δ,

ïðè âñiõ t > t0 áóäå çàäîâîëüíÿòè óìîâó |y1(t)− y0(t)| < ε.

Äîñëiäæåííiÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó Y0(t) ñèñòåìè (34) çðó÷íî çàìiíèòè äî-
ñëiäæåííÿì ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó iíøî¨ ñèñòåìè, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ
ç ñèñòåìè (34) â ðåçóëüòàòi ïåðåõîäó âiä ôóíêöié yi(t) äî ôóíêöié xi(t) =
yi(t)− ϕi(t), i = 1, ..., n :




x1(t)
x2(t)
· · ·

xn(t)


 = Y (t)− Y0(t) =




y1(t)− ϕ1(t)
y2(t)− ϕ2(t)

· · ·
yn(t)− ϕn(t)


 .

Ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó.
Íàâåäåìî äåÿêi êðèòåði¨, ÿêi ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dxi

dt
= ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn, äå aij − ñòàëi (i, j = 1, ..., n). (35)

Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (35) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê xi(t) ≡ 0, i = 1, ..., n.
Êðèòåðié ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ïîñòiéíèìè êîåôiöi¹íòàìè âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà
òåîðåìà Ëÿïóíîâà:

ßêùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ k ìàòðèöi {aij}, i, j = 1, ..., n, ñèñòåìè (35)
ìàþòü âiä"¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, òî ¨¨ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé;
ÿêùî õî÷ áè îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìà¹ äîäàòíþ äiéñíó ÷àñòèíó, òî íóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê íåñòiéêèé.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ëÿïóíîâà ïîòðiáíî çàïè-
ñàòè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ i çíàéòè éîãî êîðåíi - âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi.
Îäíàê âèñíîâêè ïðî âëàñòèâîñòi êîðåíiâ ìîæíà çðîáèòè i áåç ¨õ áåçïîñåðåäíüî-
ãî îá÷èñëåííÿ, êîðèñòóþ÷èñü, çîêðåìà, íàâåäåíèìè íèæ÷å êðèòåðiÿìè.

Êðèòåðié Ðàóñà-Ãóðâiöà. Äëÿ òîãî, ùîá äiéñíi ÷àñòèíè êîðåíiâ
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
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a0k
n + a1k

n − 1 + ... + an−1k + an = 0, a0 > 0, (36)
áóëè âiä'¹ìíèìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äîäàòíiìè áóëè âñi ãîëîâíi

äiàãîíàëüíi ìiíîðè âèçíà÷íèêà Ãóðâiöà
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 0 0 · · · 0
a3 a2 a1 a0 0 0 · · · 0
a5 a4 a3 a2 a1 a0 · · · 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 0 0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Îòæå, äîäàòíiìè ïîâèííi áóòè ìiíîðè

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣
a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣
, ....

Ìiíîð íàéâèùîãî ìîæëèâîãî ïîðÿäêó ñïiâïàäà¹ ç ñàìèì âèçíà÷íèêîì Ãóð-
âiöà.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíîãî êðèòåðiþ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (35) ñêëàäåìî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − k a12 · · · · · · a1n

a21 a22 − k · · · · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · · · · ann − k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

i ðîçêðèâøè âèçíà÷íèê, ïiäñòàâèìî k = iω, äå i - óÿâíà îäèíèöÿ, ω - äiéñíà
çìiííà. Âèäiëèâøè äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè , çàïèøåìî ëiâó ÷àñòèíó õàðàêòåðè-
ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

F (iω) = p(ω2) + iω q(ω2), äå p(ω2), q(ω2) − ìíîãî÷ëåíè :

p(λ) = an − an−2λ + an−4λ
2 − ..., q(η) = an−1 − an−3η + an−5η

2 − ... .

Çìiíþþ÷è ω, ïîáóäó¹ìî ãîäîãðàô - ãðàôiê ôóíêöi¨ F (iω) íà êîìïëåêñíié ïëî-
ùèíi.

Êðèòåðié Ìèõàéëîâà: Äëÿ òîãî, ùîá êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
ìàëè âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ãîäîãðàô íå ïðîõîäèâ
÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, i îïèñàâ íàâêîëî íüîãî êóò πn/2 ïðè 0 ≤ ω < ∞.
Òî÷êà F (iω) ïðè çáiëüøåííi ω ïîâèííà ðóõàòèñü ëèøå â äîäàòíüîìó íàïðÿì-
êó.

Iíøå ôîðìóëþâàííÿ öüîãî êðèòåðiþ: íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá êîðåíi
λ1, λ2, ... , η1, η2, ... ìíîãî÷ëåíiâ p(λ), q(η) áóëè âñi ïðîñòèìè, äîäàòíiìè i ÷åð-
ãóâàëèñü â íàñòóïíîìó ïîðÿäêó: 0 < λ1 < η2λ2η2 < ..., ïðè öüîìó ìà¹ âèêîíó-
âàòèñü anan−1 > 0.

Ïðèêëàä 1. Âñòàíîâèòè, ÷è âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ 3k4 +4k3−k +2 = 0 ìàþòü
äîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè.

1)Âèêîðèñòà¹ìî êðèòåðié Ðàóñà-Ãóðâiöà.

Ñêëàäåìî âèçíà÷íèê Ãóðâiöà:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 3 0 0
−1 0 4 3
0 2 −1 0
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Îá÷èñëþ¹ìî ãîëîâíi äiàãîíàëüíi ìiíîðè:

∆1 = 4 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣
4 3
−1 0

∣∣∣∣∣ = 3 > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣

4 3 0
−1 0 4
0 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= −35 < 0.

Ìiíîð ∆3 - âiä'¹ìíèé. Îòæå, äåÿêi ç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ ìàþòü äîäàòíi äiéñíi
÷àñòèíè. Ïåðåâiðÿòè ìiíîð ∆4 íåìà¹ ïîòðåáè.

2)Âèêîðèñòà¹ìî êðèòåðié Ìèõàéëîâà (äðóãå ôîðìóëþâàííÿ).
Ìà¹ìî n = 4, an ≡ a4 = 2 > 0, an−1 ≡ a3 = −1 < 0. Íå âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç
óìîâ öüîãî êðèòåðiþ, îòæå, ïðèõîäèìî äî ïîïåðåäíüîãî âèñíîâêó.

Ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó i ôàçîâi òðà¹êòîði¨.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

{
dx
dt

= a11x + a12y,
dy
dt

= a21x + a22y,
äå aik, i, k = 1, 2 − äiéñíi ÷èñëà. (37)

Íåõàé ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i äëÿ äåÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, çàäàíèõ ïðè t =
t0, ¹ ïàðà ôóíêöié x = x(t), y = y(t).

Ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà íà ïëîùèíi xOy ëiíiÿ
{

x = x(t)
y = y(t),

t0 ≤ t < ∞,

íàçèâà¹òüñÿ ôàçîâîþ òðà¹êòîði¹þ äàíîãî ðîçâ'ÿçêó, à ñóêóïíiñòü ãðàôiêiâ,
ùî âiäîáðàæàþòü âñi ìîæëèâi òèïè ðîçâ'ÿçêiâ - ôàçîâèì ïîðòðåòîì äàíî¨
ñèñòåìè.

Î÷åâèäíî, ùî x ≡ 0, y ≡ 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì äàíî¨ ñèñòåìè. Îñîáëèâîþ òî-
÷êîþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (37) íàçèâà¹òüñÿ òî÷êà, â ÿêié êîæíà ç ïîõiäíèõ â ëiâié
÷àñòèíi ðiâíà íóëþ. Äëÿ ñèñòåìè (37) îñîáëèâîþ ¹ íóëüîâà òî÷êà
x1 = 0, x2 = 0, · · · , xn = 0, ÿêà âiäïîâiäà¹ íóëüîâîìó ðîçâ'ÿçêó.

Äîñëiäæåííÿ éîãî ñòiéêîñòi, çãiäíî ïîïåðåäíüîìó, ãðóíòó¹òüñÿ íà âëàñòèâî-
ñòÿõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Â ïîäàíié íèæ÷å òàáëèöi íàâåäåíi òèïè äåÿêèõ îñîáëèâèõ òî÷îê âiäïîâiäíî
äî õàðàêòåðó ôàçîâèõ òðà¹êòîðié, ïîáóäîâàíèõ â ¨õ îêîëi,i âêàçàíi âiäïîâiäíi
âëàñòèâîñòi êîðåíiâ k1, k2 õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 2. Äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü
{

dx
dt

= 3x + 5y,
dy
dt

= x− y.

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:
∣∣∣∣∣

3− k 5
1 −1− k

∣∣∣∣∣ = k2 − 2k − 8 = 0.

Éîãî êîðåíÿìè ¹ ÷èñëà k1 = 5 > 0, k2 = −3 < 0. Êîðåíi äiéñíi, îäèí ç íèõ -
äîäàòíié, îòæå, íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê - íåñòiéêèé, i ÿâëÿ¹ ñîáîþ îñîáëèâó òî÷êó
òèïó "ñiäëî".
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